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完全二部图 Ｋ５，ｎ的点可区别 ＩＥ全染色

何文玉，陈祥恩

（西北师范大学数学与信息科学学院，甘肃 兰州 ７３００７０）

摘要：设 Ｇ是简单图，图 Ｇ的一个ｋ点可区别ＩＥ全染色（简记为 ｋＶＤＩＥＴ染色）ｆ是指一个从Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）到
｛１，２，…，ｋ｝的映射，且满足：ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），有 ｆ（ｕ）≠ｆ（ｖ）；ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｕ≠ｖ，有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），其中 Ｃ（ｕ）＝
｛ｆ（ｕ）｝∪｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝。数 ｍｉｎ｛ｋ｜Ｇ有一个ｋＶＤＩＥＴ染色｝称为图 Ｇ的点可区别 ＩＥ全色数，记为χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｇ）。

本文给出了完全二部图 Ｋ５，ｎ（ｎ≥６）的点可区别ＩＥ全色数。

关键词：图；点可区别ＩＥ全染色；点可区别ＩＥ全色数；完全二部图
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ａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｒｅｃｅｉｖｅｔｈｅｓａｍｅｃｏｌｏｒ．ＬｅｔＣ（ｕ）ｂｅｔｈｅｓｅｔｏｆｃｏｌｏｒｓｏｆｖｅｒｔｅｘｕａｎｄｅｄｇｅｓｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏｕｕｎｄｅｒｆ．ＦｏｒａｎＩＥ
ｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｆｏｆＧｕｓｉｎｇｋｃｏｌｏｒｓ，ｉｆＣ（ｕ）≠Ｃ（ｖ）ｆｏｒａｎｙｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｕａｎｄｖｏｆＶ（Ｇ），ｔｈｅｎｆｉｓｃａｌｌｅｄａｋｖｅｒ
ｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇＩＥｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＧ，ｏｒａｋＶＤＩＥＴｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＧｆｏｒｓｈｏｒｔ．Ｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｎｕｍｂｅｒｏｆｃｏｌｏｒｓｒｅｑｕｉｒｅｄｆｏｒａ
ＶＤＩＥＴｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＧｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙχ

ｉｅ
ｖｔ（Ｇ），ａｎｄｉｔｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅＶＤＩＥＴｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆＧ．ＶＤＩＥＴｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｓｆｏｒ

ｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｅｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈＫ５，ｎ（ｎ≥６）ｗｅｒｅｇｉｖｅｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｇｒａｐｈｓ；ｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇＩＥｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇ；ｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇＩＥｔｏｔａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒ；ｃｏｍｐｌｅｔｅｂｉｐａｒｔｉｔｅ
ｇｒａｐｈ

在文献［１，２］中，点可区别正常全染色已被研究过。本文将讨论一种非正常的点可区别全染色。图 Ｇ
的一个全染色叫做图Ｇ的正常全染色，如果以下三个条件被满足，条件（ｖ）：相邻的两个顶点不能染相同的
颜色；条件（ｅ）：相邻的两条边不能染相同的颜色；条件（ｉ）：任意的点和与之关联的边不能染相同的颜色。
如果图 Ｇ的全染色只满足条件（ｖ），这样的全染色称为图 Ｇ的ＩＥ全染色。如果 ｆ是图Ｇ的使用了ｋ种颜色
的ＩＥ全染色，且对任意 ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｕ≠ｖ，有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），那么 ｆ称为图Ｇ的ｋ点可区别 ＩＥ全染色，
或 ｋＶＤＩＥＴ染色。数ｍｉｎ｛ｋ｜Ｇ有一个ｋＶＤＩＥＴ染色｝称为图 Ｇ的点可区别 ＩＥ全色数，记为χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｇ）。

对图 Ｇ，令 ｎｉ表示度为ｉ的顶点个数，δ≤ｉ≤Δ。设

ξ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｋ｜
ｋ( )１ ＋ ｋ( )２ ＋ ｋ( )３ ＋…＋ ｋ

ｉ＋( )ｓ＋ ｋ
ｉ＋ｓ( )＋１≥

ｎｉ＋ｎｉ＋１＋…＋ｎｉ＋ｓ，

δ≤ｉ≤ｉ＋ｓ≤Δ，ｓ≥０｝。
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显然有χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｇ）≥ξ（Ｇ）。

关于完全二部图 Ｋ１，ｎ，Ｋ２，ｎ，Ｋ３，ｎ，Ｋ４，ｎ和Ｋｎ，ｎ（５≤ｎ≤２１）的点可区别 ＩＥ全色数有另文讨论。本文将考
虑完全二部图 Ｋ５，ｎ（ｎ≥６）的ＶＤＩＥＴ染色。本文用２Ａ表示Ａ的幂集，即 Ａ的全体子集构成的集合。

引理 １ 若６≤ｎ≤２１，则 Ｋ５，ｎ有５ＶＤＩＥＴ染色。
证明 先给出 ２｛１，２，３，４，５｝－｛，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛２，３｝，｛１，２，３，４，５｝，｛１，３，４，５｝，｛１，２，４，５｝，｛１，４，

５｝，｛１，２，３，５｝｝中所有子集的一个排序，使得前４项分别为｛５｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛１，４｝，记所得序列为 Ｓ１。显
然 Ｓ１有２１项（每一项都是一个子集）。下面给出一个使用１，２，３，４，５的５ＶＤＩＥＴ染色。

让 ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５染色１。让 Ｃ（ｖｊ）是 Ｓ１的第 ｊ项，ｊ＝１，２，…，ｎ。
让色５染 ｖ１以及与之关联的所有边。
让２，１，２，１，２和２分别染 ｕ１ｖ２，ｕ２ｖ２，ｕ３ｖ２，ｕ４ｖ２，ｕ５ｖ２和 ｖ２。
让３，３，１，１，３和３分别染 ｕ１ｖ３，ｕ２ｖ３，ｕ３ｖ３，ｕ４ｖ３，ｕ５ｖ３和 ｖ３。
让４，４，４，４，１和４分别染 ｕ１ｖ４，ｕ２ｖ４，ｕ３ｖ４，ｕ４ｖ４，ｕ５ｖ４和 ｖ４。
当 ｊ≥５，若 Ｃ（ｖｊ）＝｛１，５｝，则５染 ｖｊ，１染 ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛２，ｂ｝，ｂ＝４或５，２染 ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，２染 ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛３，ｂ｝，３＜ｂ，３染 ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，３染 ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛４，５｝，４染 ｖｊ，５染 ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛１，ａ，ｂ｝，１＜ａ＜ｂ，ａ染ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，１染 ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛２，ａ，ｂ，｝，２＜ａ＜ｂ，ａ染ｕ１ｖｊ，２染 ｕ５ｖｊ，ｖｊ，ｂ染ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛３，４，５｝，３染 ｕ１ｖｊ，４染 ｖｊ，５染 ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ａ染ｕ５ｖｊ，ｄ染ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ。
很容易验证对上述染色来说 ｖｊ的色集合恰好是Ｓ１的第 ｊ项，ｊ＝１，２，…，ｎ，并且 Ｃ（ｕ１）＝｛１，２，３，４，５｝，

Ｃ（ｕ２）＝｛１，３，４，５｝，Ｃ（ｕ３）＝｛１，２，４，５｝，Ｃ（ｕ４）＝｛１，４，５｝，Ｃ（ｕ５）＝｛１，２，３，５｝。因此当６≤ｎ≤２１时，上述
染色是 Ｋ５，ｎ的５ＶＤＩＥＴ染色。

引理 ２ 若２２≤ｎ≤５３，则 Ｋ５，ｎ有６ＶＤＩＥＴ染色。
证明 先给出２｛１，２，３，４，５，６｝－｛，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝｛２，３｝，｛１，２，３，４，５，６｝，｛１，３，４，５，６｝，｛１，２，４，５，６｝，

｛１，４，５，６｝，｛１，２，３，５，６｝｝中所有子集的一个排序，使得前５项分别为｛５｝，｛６｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛１，４｝。记所
得序列为 Ｓ２。显然 Ｓ２有５３项（每一项都是一个子集）。下面将给出 Ｋ５，ｎ的一个使用了 １，２，３，４，５，６的 ６
ＶＤＩＥＴ染色。

让 ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５染１。让 Ｃ（ｖｊ）是 Ｓ２的第 ｊ项，ｊ＝１，２，…，ｎ。
让 ｊ＋４染 ｖｊ和它关联的所有边，ｊ＝１，２。

２，１，２，１，２和２分别染 ｕ１ｖ３，ｕ２ｖ３，ｕ３ｖ３，ｕ４ｖ３，ｕ５ｖ３和 ｖ３。

３，３，１，１，３和３分别染 ｕ１ｖ４，ｕ２ｖ４，ｕ３ｖ４，ｕ４ｖ４，ｕ５ｖ４和 ｖ４。

４，４，４，４，１和４分别染 ｕ１ｖ５，ｕ２ｖ５，ｕ３ｖ５，ｕ４ｖ５，ｕ５ｖ５和 ｖ５。
当 ｊ≥６，若 Ｃ（ｖｊ）＝｛１，ｂ｝，ｂ染ｖｊ，１染 ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛２，ｂ｝，ｂ＝４或５或６，２染 ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，２染 ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛３，ｂ｝，３＜ｂ，３染 ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，３染 ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ｝，４≤ａ＜ｂ，ａ染ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛１，ａ，ｂ｝，１＜ａ＜ｂ，ａ染ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，１染 ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛２，ａ，ｂ，｝，２＜ａ＜ｂ，ａ染ｕ１ｖｊ，２染 ｕ５ｖｊ，ｖｊ，ｂ染ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，３≤ａ＜ｂ＜ｃ，ａ染ｕ１ｖｊ，ｂ染ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ａ染ｕ５ｖｊ，ｄ染ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ｝，ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ＜ｅ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ａ染ｕ５ｖｊ，ｄ染ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｅ染ｕ４ｖｊ。
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很容易验证对上述染色来说 ｖｊ的色集合恰好是Ｓ２的第 ｊ项，ｊ＝１，２，…，ｎ，并且 Ｃ（ｕ１）＝｛１，２，３，４，５，

６｝，Ｃ（ｕ２）＝｛１，３，４，５，６｝，Ｃ（ｕ３）＝｛１，２，４，５，６｝，Ｃ（ｕ４）＝｛１，４，５，６｝，Ｃ（ｕ５）＝｛１，２，３，５，６｝。因此当２２≤
ｎ≤５３时，上述染色是 Ｋ５，ｎ的６ＶＤＩＥＴ染色。

引理 ３ 若５４≤ｎ≤１１３，则 Ｋ５，ｎ有７ＶＤＩＥＴ染色。若
ｋ－１( )１

＋
ｋ－１( )２

＋…＋
ｋ－１( )６

－５＜ｎ≤
ｋ( )１ ＋

ｋ( )２ ＋…＋ ｋ( )６ －５，ｋ≥８，则 Ｋ５，ｎ有ｋＶＤＩＥＴ染色。
证明 将集合｛１，２，…，ｋ｝所有 １子集，２子集，３子集，４子集，５子集，６子集，除 ｛１｝，｛２｝，｛３｝，

｛４｝，｛２，３｝以外，排成一个序列，使得前 ｋ－１项分别为 ｛５｝，｛６｝，…，｛ｋ｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛１，４｝，所得到

的序列记为 Ｓ３，Ｓ３有
ｋ( )１ ＋ ｋ( )２ ＋ ｋ( )３ ＋ ｋ( )４ ＋ ｋ( )５ ＋ ｋ( )６ －５个项 （每一项都是一个子集）。注意 ｋ≥８或

当５４≤ｎ≤１１３，ｋ＝７。下面将给出 Ｋ５，ｎ的一个使用了１，２，…，ｋ的ｋＶＤＩＥＴ染色。
让 ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５染１。让 Ｃ（ｖｊ）是 Ｓ３的第 ｊ项，ｊ＝１，２，…，ｎ。
让 ｊ＋４染 ｖｊ和它关联的所有边，ｊ＝１，２，…，ｋ－４。
让２，１，２，１，２和２分别染 ｕ１ｖｋ－３，ｕ２ｖｋ－３，ｕ３ｖｋ－３，ｕ４ｖｋ－３，ｕ５ｖｋ－３和 ｖｋ－３。
让３，３，１，１，３和３分别染 ｕ１ｖｋ－２，ｕ２ｖｋ－２，ｕ３ｖｋ－２，ｕ４ｖｋ－２，ｕ５ｖｋ－２和 ｖｋ－２。
让４，４，４，４，１和４分别染 ｕ１ｖｋ－１，ｕ２ｖｋ－１，ｕ３ｖｋ－１，ｕ４ｖｋ－１，ｕ５ｖｋ－１和 ｖｋ－１。
当 ｊ≥ｋ，若 Ｃ（ｖｊ）＝｛１，ｂ｝，ｂ染ｖｊ，１染 ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛２，ｂ｝，３＜ｂ，２染 ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，２染 ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛３，ｂ｝，３＜ｂ，３染 ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，３染 ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ｝，４≤ａ＜ｂ，ａ染ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛１，ａ，ｂ｝，１＜ａ＜ｂ，ａ染ｖｊ，ｂ染ｕ１ｖｊ，１染 ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛２，ａ，ｂ｝，２＜ａ＜ｂ，ａ染ｕ１ｖｊ，２染 ｕ５ｖｊ，ｂ染ｖｊ，ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，３≤ａ＜ｂ＜ｃ，ａ染ｕ１ｖｊ，ｂ染ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ；
（１）ａ≤３，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｄ染ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｕ４ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ａ染ｕ５ｖｊ；
（２）ａ≥４，ａ染ｕ１ｖｊ，ｂ染ｕ２ｖｊ，ｃ染ｕ３ｖｊ，ｄ染ｕ４ｖｊ，ｕ５ｖｊ，ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ｝，ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ＜ｅ，
（１）ａ≤３，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｄ染ｖｊ，ｕ３ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ａ染ｕ５ｖｊ，ｅ染ｕ４ｖｊ；
（２）ａ≥４，ａ染ｕ１ｖｊ，ｂ染ｕ２ｖｊ，ｃ染ｕ３ｖｊ，ｄ染ｕ４ｖｊ，ｅ染ｕ５ｖｊ，ｖｊ。
若 Ｃ（ｖｊ）＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ｝，ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ＜ｅ＜ｆ，
（１）ａ≤３，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ｄ染ｕ３ｖｊ，ｅ染ｕ４ｖｊ，ａ染ｕ５ｖｊ，ｆ染ｖｊ；
（２）ａ≥４，ｂ染ｕ１ｖｊ，ｃ染ｕ２ｖｊ，ｄ染ｕ３ｖｊ，ａ染ｕ４ｖｊ，ｅ染ｕ５ｖｊ，ｆ染ｖｊ。
容易验证对上述染色来说是 ｖｊ的色集合恰好是Ｓ３的第 ｊ项，ｊ＝１，２，…，ｎ，并且 Ｃ（ｕ１）＝｛１，２，…，ｋ｝，

Ｃ（ｕ２）＝Ｃ（ｕ１）－｛２｝，Ｃ（ｕ３）＝Ｃ（ｕ１）－｛３｝，Ｃ（ｕ４）＝Ｃ（ｕ１）－｛２，３｝，Ｃ（ｕ５）＝Ｃ（ｕ１）－｛４｝。易证上述染
色是 Ｋ５，ｎ的一个ｋＶＤＩＥＴ染色。

定理 １

χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）＝

５， ｎ＝６，７，…，２１，
６， ｎ＝２２，２３，…，５３，
７， ｎ＝５４，５５，５６，５７，５８

{
。

证明 情形 １ 当６≤ｎ≤１０时，易知χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥ξ（Ｋ５，ｎ）＝４。假设 Ｋ５，ｎ有使用了１，２，３，４的４ＶＤＩ

ＥＴ染色 ｇ。
情形 １．１ ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５的颜色相同，不妨设 ｇ（ｕｉ）＝１，ｉ＝１，２，３，４，５。则 Ｃ（ｖｊ）≠｛１｝。显然
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｜Ｃ（ｕｉ）｜≥２，ｉ＝１，２，３，４，５。（否则每个点的色集合都含１，但是在集合｛１，２，３，４｝中含 １的色集合只有 ８
个。８个色集合不能区分１１个顶点，这是一个矛盾。）这时存在 ｌ，ｔ，ｐ∈｛２，３，４｝，使得 ｌ＜ｔ＜ｐ，Ｃ（ｖｊ）≠
｛ｌ｝，≠｛ｔ｝，≠｛ｐ｝，ｊ＝１，２，…，ｎ，否则在 Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｕ２），Ｃ（ｕ３），Ｃ（ｕ４），Ｃ（ｕ５）有两个色集合相同。这时

Ｃ（ｕｉ），ｉ＝１，２，…，５，是以下７个集合之一：｛１，２，３，４｝，｛１，２，３｝，｛１，３，４｝，｛１，２，４｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛１，４｝。
故２子集 ｛３，４｝（或 ｛２，４｝或 ｛２，３｝）不是任何点的色集合。因此最多有集合｛１，２，３，４｝的 ２４－６＝１０个子
集可用。这是一个矛盾。

情形 １．２ 在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４）｝，ｇ（ｕ５）｝中恰有两个元素不同，不妨设 ｇ（ｕ１）＝１，

ｇ（ｕ１）＝２，ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）∈｛１，２｝，则
（ⅰ）Ｃ（ｖｊ）≠｛１｝，｛２｝，｛１，２｝，ｊ＝１，２，…，ｎ。
（ⅱ）显然 Ｃ（ｕｉ）≠｛３｝，｛４｝，｛３，４｝，ｉ＝１，２，…，５。
（ⅲ）｜Ｃ（ｖｊ）｜≥２，ｊ＝１，２，…，ｎ。

否则，若有｜Ｃ（ｖｊ０）｜＝１，不妨设 Ｃ（ｖｊ０）＝｛３｝，则 Ｃ（ｕｉ），ｉ＝１，２，…，５，是以下６个集合之一：｛１，３｝，｛１，２，

３｝，｛１，３，４｝，｛１，２，３，４｝，｛２，３｝，｛２，３，４｝。在这６个子集中有５个子集，使 Ｃ（ｖｊ），ｊ＝１，２，…，ｎ不可能是这５
个子集，也不可能是这５个子集的补集。因此最多有集合｛１，２，３，４｝的２４－１０－１＝５个子集可作为顶点 ｖｊ
的色集合，矛盾。

（ⅳ）｜Ｃ（ｕｉ）｜≥２，ｉ＝１，２，…，５。
否则，若有 Ｃ（ｕｉ０）＝｛１｝，则集合｛３，４｝的３个非空子集不是任何点的色集合。这时 Ｃ（ｕｉ）≠｛２｝，ｉ＝１，２，

…，５。（否则每个 Ｃ（ｖｊ）｛１，２｝。集合｛１，２，３，４｝既含１又含２的子集共有４个，而有 ｎ（≥６）个顶点 ｖ１，ｖ２，
…，ｖｎ。）除了，｛２｝和集合｛３，４｝的３个非空子集外，集合｛１，２，３，４｝还有１１个子集。当 ｎ＝７，８，９，１０，可以
立即得到矛盾。

当 ｎ＝６，则｛Ｃ（ｖ１），Ｃ（ｖ２），Ｃ（ｖ３），Ｃ（ｖ４），Ｃ（ｖ５），Ｃ（ｖ６）｝＝｛｛１，３｝，｛１，２，３｝，｛１，３，４｝，｛１，２，３，４｝，｛１，

４｝，｛１，２，４｝｝，｛Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｕ２），Ｃ（ｕ３），Ｃ（ｕ４），Ｃ（ｕ５）｝＝｛｛１｝，｛１，２｝，｛２，４｝，｛２，３｝，｛２，３，４｝｝。这时存在ｉ１∈
｛１，２，３，４，５｝，ｊ１∈｛１，２，３，４，５，６｝，使得 Ｃ（ｕｉ１）∩Ｃ（ｖｊ１）＝，矛盾。

（ⅴ）Ｃ（ｕｉ）≠｛１，２｝，１≤ｉ≤ｎ。否则若有 Ｃ（ｕｉ０）＝｛１，２｝，则 ｛３，４｝，｛３｝，｛４｝，，｛１｝，｛２｝不是任何点

的色集合。因此只剩余｛１，２，３，４，｝的１０个子集是可用的，矛盾。
由（ⅰ），（ⅱ），（ⅲ），（ⅳ），（ⅴ），知，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛１，２｝不是任何点的色集合。最多有集合｛１，

２，３，４｝的２４－６＝１０子集可用。这是一个矛盾。
情形 １．３ 在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）｝仅有三个元素不同，不妨设 ｇ（ｕｉ）＝ｉ，ｉ＝１，２，３，

ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）∈｛１，２，３｝。
如果任意Ｃ（ｖｊ）≠｛４｝，则 Ｃ（ｖｊ），ｊ＝１，２，…，ｎ，是以下６个集合之一：｛１，４｝，｛２，４｝，｛３，４｝，｛１，３，４｝，

｛１，２，４｝，｛１，２，３，４｝；当 ｎ＝８，９，１０，可以立即得到矛盾。
当 ｎ＝７时，Ｃ（ｕｉ）既不可能是上述的７个子集也不可能是上述７个子集的补集。因此最多有集合｛１，

２，３，４｝的２４－１４＝２个子集可作为顶点 ｕｉ，ｉ＝１，２，…，５的色集合，矛盾。
当 ｎ＝６时，在上述７个子集中有６个子集，使 Ｃ（ｕｉ）既不可能是这６个子集，也不可能是这６个子集的

补集。因此最多有集合｛１，２，３，４｝的２４－１２＝４个子集可作为顶点 ｕｉ，ｉ＝１，２，…，５的色集合，矛盾。
如果存在 ｊ０∈｛１，２，…，ｎ｝，使 Ｃ（ｖｊ０）＝４，则，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，３｝｛１，２，３｝不是任何

点的色集合。这是一个矛盾。

情形 １．４ ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５的颜色当中有 ４个互不相同。不失一般性，设 ｇ（ｕｉ）＝ｉ，ｉ＝１，２，３，４，

ｇ（ｕ５）∈｛１，２，３，４｝。点 ｖ１所染得颜色必在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），…，ｇ（ｕ５）｝中。这是一个矛盾。
因此 Ｋ５，ｎ不存在４ＶＤＩＥＴ染色。所以χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥５。由引理１知，若 ｎ＝６，７，…，１０，则χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）＝５。

情形 ２ 当１１≤ｎ≤２１时，由引理１知，χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥ξ（Ｋ５，ｎ）＝５。

情形 ３ 当 ｎ＝２２，２３，…，２６时，易知χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥ξ（Ｋ５，ｎ）＝５。假设 Ｋ５，ｎ有一个使用了１，２，３，４，５的５
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ＶＤＩＥＴ染色。显然｜Ｃ（ｕｉ）｜≥２，ｉ＝１，２，…，５。
情形 ３．１ ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５均染相同的颜色，不妨设 ｇ（ｕｉ）＝１，ｉ＝１，２，３，４，５，则 Ｃ（ｖｊ）≠｛１｝。至少

存在３种不同的颜色 ｌ，ｔ，ｐ∈｛２，３，４，５｝，使得 ｌ＜ｔ＜ｐ，Ｃ（ｖｊ）≠｛ｌ｝，Ｃ（ｖｊ）≠｛ｔ｝，Ｃ（ｖｊ）≠｛ｐ｝，ｊ＝１，２，
…，ｎ，否则在 Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｕ２），Ｃ（ｕ３），Ｃ（ｕ４），Ｃ（ｕ５）中有两个相同集合。

如果｛ｑ｝是某个 ｖｊ的色集合，ｑ∈｛１，２，３，４，５｝－｛１，ｔ，ｌ，ｐ｝，则 Ｃ（ｕｉ）｛１，ｑ｝，因而｛Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｕ２），

Ｃ（ｕ３），Ｃ（ｕ４），Ｃ（ｕ５）｝｛｛１，２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，５｝－｛ｌ｝，｛１，２，３，４，５｝－｛ｔ｝，｛１，２，３，４，５｝－｛ｐ｝，｛１，２，

３，４，５｝－｛ｌ，ｐ｝，｛１，２，３，４，５｝－｛ｌ，ｔ｝，｛１，２，３，４，５｝－｛ｔ，ｐ｝，｛１，２，３，４，５｝－｛ｌ，ｔ，ｐ｝｝。故２子集 ｛ｌ，ｐ｝
（或｛ｌ，ｔ｝或｛ｔ，ｐ｝）不是任何点的色集合或３子集｛ｌ，ｔ，ｐ｝不是任何点的色集合。因此最多有集合｛１，２，３，４，
５｝的２５－６＝２６个子集合可用。这是一个矛盾。如果存在 ｑ∈｛１，２，…，５｝－｛１，ｌ，ｔ，ｐ｝，使得 Ｃ（ｖｊ）≠｛ｑ｝，
则，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝不是任何点的色集合。这是一个矛盾。

情形３．２ 在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４）｝，ｇ（ｕ５）｝仅有两个元素不同，不妨设 ｇ（ｕ１）＝１，ｇ（ｕ１）＝２，

ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）∈｛１，２｝，则 Ｃ（ｕｉ）≠｛１｝，｛２｝，ｉ＝１，２，３，４，５；Ｃ（ｖｊ）≠｛１｝，｛２｝，｛１，２｝，ｊ＝１，２，…，ｎ。
显然最多有两种色 ｌ，ｔ∈｛３，４，５｝，使得 Ｃ（ｖｊ）＝｛ｌ｝，｛ｔ｝，ｊ＝１，２，…，ｎ。

如果恰有两种色 ｌ，ｔ∈｛３，４，５｝，使得 Ｃ（ｖｊ）＝｛ｌ｝，｛ｔ｝，ｊ＝１，２，…，ｎ。不妨设 ｌ＝３，ｔ＝４，则｛３，４｝∈
Ｃ（ｕｉ），ｉ＝１，２，３，４，５。每个Ｃ（ｕｉ），ｉ＝１，２，…，５，是以下６个集合之一：｛１，２，３，４｝，｛１，３，４，５｝，｛１，３，４｝，
｛２，３，４｝，｛２，３，４，５｝，｛１，２，３，４，５｝。这时 ２子集 ｛１，５｝（ｏｒ｛２，５｝）不是任何点的色集合。所以在 ，｛１｝，
｛２｝，｛５｝，｛１，５｝，｛２，５｝，｛１，２｝中，至少有６个子集不是任何点的色集合。可用的子集有２５－６＝２６个，不可
能区别 ｎ＋５（≥２７）个顶点。这是一个矛盾。如果恰有一种色 ｌ∈｛３，４，５｝，使得 Ｃ（ｖｊ）＝｛ｌ｝，ｊ＝１，２，…，ｎ。
不妨设 ｌ＝３。所以 ，｛１｝，｛２｝，｛４｝，｛５｝，｛１，２｝不是任何点的色集合。这也是一个矛盾。如果任意
Ｃ（ｖｊ）≠｛３｝，｛４｝，｛５｝，则，｛ｌ｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝不是任何点的色集合。这也是一个矛盾。
情形 ３．３ 在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）｝恰有三个元素不同，不妨设 ｇ（ｕｉ）＝ｉ，ｉ＝１，２，３，

ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）∈｛１，２，３｝。
如果任意Ｃ（ｖｊ）≠｛４｝，｛５｝，ｊ＝１，２，…，ｎ，则，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝不是任何点的色集合。这是一

个矛盾。如果任意的 Ｃ（ｖｊ）≠｛４｝且某 Ｃ（ｖｊ１）＝｛５｝，或 Ｃ（ｖｊ）≠｛５｝且某 Ｃ（ｖｊ２）＝｛４｝，则，｛１｝，｛２｝，｛３｝，

｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，３｝，｛１，２，３｝不是任何点的色集合。这是一个矛盾。如果某 Ｃ（ｖｊ１）＝｛５｝，且某 Ｃ（ｖｊ２）＝

｛４｝，ｊ１，ｊ２∈１，２，…，ｎ，则，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，３｝，｛１，２，３｝不是任何点的色集合。这是一个
矛盾。

情形 ３．４ ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５的颜色有４种不同。不失一般性，设 ｇ（ｕｉ）＝ｉ，ｉ＝１，２，３，４，ｇ（ｕ５）∈｛１，

２，３，４｝。
如果任意 Ｃ（ｖｊ）≠｛５｝，ｊ＝１，２，…，ｎ，则，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝不是任何点的色集合。这是一个矛

盾。如果存在某个 ｊ０∈｛１，２，…，ｎ｝，使得 Ｃ（ｖｊ０）＝｛５｝则 ，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，３｝，｛１，

４｝，｛２，４｝，｛３，４｝，｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，４｝，｛１，２，３，４｝不是任何点的色集合。这是一个矛盾。
情形 ３．５ ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５染互不同的颜色。不失一般性，设 ｇ（ｕｉ）＝ｉ，ｉ＝１，２，３，４，５。这时顶点 ｖ１

所染得颜色必在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），…，ｇ（ｕ５）｝中。这是一个矛盾。
因此χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥６，由引理２知，χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）＝６。

情形 ４ 当２７≤ｎ≤５３时，由引理２知，χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥ξ（Ｋ５，ｎ）＝６。

情形 ５ 当 ｎ＝５４，５５，５６，５７，５８。易知χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥ξ（Ｋ５，ｎ）＝６。证明过程完全类似于“当２２≤ｎ≤２６时，

Ｋ５，ｎ不存在 ５ＶＤＩＥＴ染色”的证明，可证得当 ｎ＝５４，５５，５６，５７，５８时，Ｋ５，ｎ不存在 ６ＶＤＩＥＴ染色。所以

χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥７。由引理３知，χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）＝７。

证明完毕。

定理 ２ 如果
ｋ－１( )１

＋
ｋ－１( )２

＋… ＋
ｋ－１( )６

－５＜ｎ≤
ｋ( )１ ＋ ｋ( )２ ＋… ＋ ｋ( )６ －５，ｋ≥７，则
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χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）＝ｋ。
证明 假设 Ｋ５，ｎ有（ｋ－１）ＶＤＩＥＴ染色 ｇ。
情形 １ ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５均染相同的颜色，不妨设 ｇ（ｕｉ）＝１，ｉ＝１，２，３，４，５，则 Ｃ（ｖｊ）≠｛１｝。那么至

少存在３种不同的颜色 ｌ，ｔ，ｐ∈｛２，３，…，ｋ－１｝，使得 Ｃ（ｖｊ）≠｛ｌ｝，｛ｔ｝，｛ｐ｝，ｊ＝１，２，…，ｎ。（否则在｛２，３，
…，ｋ－１｝中最多存在两种不同的颜色，不妨设２，３，使得｛２｝≠Ｃ（ｖｊ）≠｛３｝，则Ｃ（ｕｉ）｛１，４，…，ｋ－１｝，ｉ＝
１，２，３，４，５。在 Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｕ２），Ｃ（ｕ３），Ｃ（ｕ４），Ｃ（ｕ５）有两个相同的集合。这是一个矛盾。）

不失一般性，设 Ｃ（ｖｊ）≠｛２｝，｛３｝，｛４｝。

（ⅰ）｛５｝，｛６｝，…，｛ｋ－１｝不是任意点 ｖｊ的色集合，则 Ｃ（ｕｉ）｛１，４，５，…，ｋ－１｝，且｛Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｕ２），

Ｃ（ｕ３），Ｃ（ｕ４），Ｃ（ｕ５）｝｛｛１，５，６，…，ｋ－１｝，｛１，２，５，６，…，ｋ－１｝，｛１，３，５，６，…，ｋ－１｝，｛１，４，５，６，…，ｋ－
１｝，｛１，２，３，５，６，…，ｋ－１｝，｛１，２，４，５，６，…，ｋ－１｝，｛１，３，４，５，６，…，ｋ－１｝，｛１，２，３，４，５，６，…，ｋ－１｝。所以
２子集｛２，３｝（或｛３，４｝，或｛２，４｝）不是任何点 ｖｊ的色集合或 ３子集｛２，３，４｝不是任何点 ｖｊ的色集合。故
ｋ－１( )１

＋
ｋ－１( )２

＋…＋
ｋ－１( )６

－５（＜ｎ）子集不能区分 ｎ个顶点。

（ⅱ）存在 ｒ∈｛５，６，…，ｋ－１｝，使得 Ｃ（ｖｊ）≠｛ｒ｝，则｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛ｒ｝不是任何点 ｖｊ的色集合。
这也是一个矛盾。

情形 ２ 在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）｝中，仅有两种不同的颜色，不失一般性，设 ｇ（ｕ１）＝
１，ｇ（ｕ２）＝２，ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）∈｛１，２｝。

如果对每个 ｒ∈｛３，４，…，ｋ－１｝，｛ｒ｝不是任何点 ｖｊ的集合，则 Ｃ（ｕｉ）｛３，４，…，ｋ－１｝。因此 Ｃ（ｕｉ），

ｉ＝１，２，３，４，５，是以下３个集合之一：｛１，３，４，…，ｋ－１｝，｛２，３，４，…，ｋ－１｝，｛１，２，３，４，…，ｋ－１｝。３个集合
不能区分 ５个顶点 ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５。这是一个矛盾。如果存在 ｒ∈｛３，４…，ｋ－１｝，不妨设 ｒ＝３，使得｛３｝

不是任何点 ｖｊ的色集合，则｛１｝，｛２｝，｛１，２｝，｛３｝不是任何点 ｖｊ的色集合。于是 Ｃ（ｕｉ）｛４，５，…，ｋ－１｝，

｛Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｕ２），Ｃ（ｕ３），Ｃ（ｕ４），Ｃ（ｕ５）｝｛｛１，４，５，…ｋ－１｝，｛２，４，５，…，ｋ－１｝，｛１，２，４，５，…，ｋ－１｝，｛１，

３，４，５，…，ｋ－１｝，｛２，３，４，５，…，ｋ－１｝，｛１，２，３，４，５，…，ｋ－１｝｝。故２子集｛１，３｝（或｛２，３｝）不是任何点 ｖｊ的
色集合。

最多有
ｋ－１( )１

＋
ｋ－１( )２

＋…＋
ｋ－１( )６

－５个子集可作为 ｖｊ的色集合。但有 ｎ个顶点ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ。这

是一个矛盾。

如果存在 ｒ，ｔ∈｛３，４，…，ｋ－１｝，使得｛ｒ｝，｛ｔ｝不是任何点 ｖｊ的色集合，ｊ＝１，２，…，ｎ，则｛１｝，｛２｝，
｛ｒ｝，｛ｔ｝，｛１，２｝不是任何点 ｖｊ的色集合。这也是一个矛盾。

情形 ３ 在｛ｇ（ｕ１），ｇ（ｕ２），ｇ（ｕ３），ｇ（ｕ４），ｇ（ｕ５）｝，至少有３种不同颜色。不失一般性，设 ｇ（ｕｉ）＝ｉ，

ｉ＝１，２，３，则｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，３｝，｛１，２，３｝不是任何点 ｖｊ的色集合（１≤ｊ≤ｎ）。所以

ｋ－１( )１
＋
ｋ－１( )２

＋…＋
ｋ－１( )６

－７＜
ｋ－１( )１

＋
ｋ－１( )２

＋…＋
ｋ－１( )６

－５＜ｎ。这是一个矛盾。

因此 Ｋ５，ｎ不存在使用（ｋ－１）中颜色的ＶＤＩＥＴ染色，即χ
ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）≥ｋ，再结合引理３可知，χ

ｉｅ
ｖｔ（Ｋ５，ｎ）＝

ｋ。
证明完毕。
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