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０ 引言

拟遗传代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数仍是一个拟遗传代数，熟知的典型例子是Ｓｃｈｕｒ代数，作为拟遗传代数，其
Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数仍然是自身（这类代数称为自对偶的）。然而，由于拟遗传代数固有的复杂性，对任意拟遗
传代数，要给出计算其Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的统一方案极为困难，迄今为止对该问题的研究进展甚缓。另一种
自对偶代数来自偏序集的双扭指标代数［１］，这类代数是对Ｓｃｈｕｒ代数的一种很好的逼近［２］，它起源于Ｍ．Ｄｙ
ｅｒ，随后被Ｂ．Ｍ．Ｄｅｎｇ（邓邦明）与Ｃ．Ｃ．Ｘｉ（惠昌常）等人所研究［３９］。邓与惠证明了偏序集的双扭指标代数是

拟遗传代数，并确定了两类特殊双扭指标代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的通常箭图。惠昌常最近在［３］中提出了下
述公开问题：设 Ｃ是直向代数，能否计算其对偶扩张代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶之生成关系？张跃辉在［６］中就所有
树型偏序集，确定了其上双扭指标代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的通常箭图的形状，并在［７］中就具有最大元的树
型偏序集的情形，给出了其标签矩阵 Ｍ＝０时的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的定义理想的生成关系，从而部分地解决了
该问题，因为这时的双扭指标代数恰好是该偏序集的指标代数的对偶扩张代数。此类代数的 Ｒｉｎｇｅｌ对偶代
数仍是零关系代数，即此时Ｒｉｎｇｅｌ对偶保持零关系。因此，一个有趣而自然的问题就是：是否 Ｒｉｎｇｅｌ对偶永
远保持零关系？换言之，是否所有的零关系拟遗传代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数仍是零关系代数？答案是否定的，
见［８］。是否存在一类拟遗传代数使得其Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数是零关系代数？本文将就偏序集的对偶扩张代数
解决该问题。我们将计算出广义 Ｖ型偏序集的对偶扩张代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的定义理想的一组生成元，
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进而证明该类代数仍是零关系代数。由于扩展 Ｖ型偏序集有任意有限多个 极大元，从而本文的结果拓展
了［７］与［８］的工作并就一大类代数，解决了［３］中的公开问题。

本文所涉及的代数均指代数闭域 ｋ上的有限维代数（结合，有单位元），所涉及的模均指有限生成（有限
维）右模。设 Ａ是代数，ｍｏｄＡ表示有限生成右Ａ模之范畴。映射的合成均从左至右，即 ｆｇ表示先ｆ，后 ｇ。

为节省篇幅，本文将自由使用通用的拟遗传代数和ＢＧＧ代数的基本术语和基础性质，参见［９１１］。

１ 预备知识

设（Ａ，≤）是拟遗传代数，Λ是其权偏序集。对λ∈Λ，Ｅ（λ），Ｐ（λ），Ｑ（λ），Δ（λ）与

Δ

（λ）分别表示 Ａ
的相应于权λ的单模、不可分解投射模、不可分解内射模、Ｗｅｙｌ模与余Ｗｅｙｌ模。

设Δ是ｍｏｄＡ的由所有Ｗｅｙｌ模Δ（λ）（λ∈Λ）形成的满子范畴。记 Ｆ（Δ）是所有好 Ａ模的满子范畴。
（Ａ模Ｍ称为好模，如果它具有下述子模链

０＝ＭｔＭｔ－１…Ｍ１Ｍ０＝Ｍ，
使得每个商模 Ｍｉ－１／Ｍｉ均同构于某Ｗｅｙｌ模，１≤ｉ≤ｔ。）

对偶地定义

Δ

（λ）与子范畴

Δ

和Ｆ（

Δ

）。

定义 １１ 代数 Ａ称为是以（Λ，≤）为权偏序集的拟遗传代数（记为（Ａ，Λ）），如果对每个λ∈Λ，有

（１）ＥｎｄＡ（Δ（λ））ｋ；
（２）Ｐ（λ）∈Ｆ（Δ）。
设（Ａ，Λ）是拟遗传代数，则有
（１）Ｆ（Δ）∩Ｆ（

Δ

）恰包含｜Λ｜（即Λ的势）个不可分解模，分别记为 Ｔ（λ）（λ∈Λ），满足下列 Ａ模的短
正合列：

０→Δ（λ）→Ｔ（λ）→Ｘ（λ）→０ （１）
与

０→Ｙ（λ）→Ｔ（λ）→

Δ

（ｙ）→０， （２）
其中 Ｘ（λ）∈Ｆ（｛Δ（μ）｜μ＜λ｝），Ｙ（λ）∈Ｆ（｛

Δ

（μ）｜μ＜λ｝）。特别地，Ｔ（λ）的所有单合成因子具有形式
Ｅ（μ），μ≤λ且恰有一个因子Ｅ（λ）。模 Ｔ（λ）称为权λ的典范模（ｃａｎｏｎｉｃａｌｍｏｄｕｌｅ）。

（２）令 Ｔ：＝λ∈ＸＴ（λ），模 Ｔ称为 Ａ的特征模。代数Γ＝Ｒ（Ａ）＝ＥｎｄＡ（Ｔ）称为 Ａ的 Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数
或Ｒｉｎｇｅｌ对偶。熟知（Γ，Ｘｏｐ）也是拟遗传代数，其标准模为ΔΓ（ｘ）＝ＨｏｍＡ（Ｔ，

Δ

（ｘ）），ｘ∈Ｘ。
（３）

ＥｘｔｎＡ（Δ（λ），

Δ

（μ））＝
ｋ，如果 ｎ＝０，λ＝μ，
０{ ，其他。

２ 偏序集的 Ｍ双扭指标代数的基础性质

首先回顾偏序集的 Ｍ双扭指标代数的概念［４］。因为对任何偏序集 Ｘ，其指标代数 Ｉ（Ｘ）总是目标代数
与其Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的子代数，从而 Ｉ（Ｘ）的任何交换关系将使得欲研究的 Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数不是零关系代
数。因此，本文总设 Ｉ（Ｘ）是零关系代数，这种情况仅发生在 Ｉ（Ｘ）是遗传代数的情形，而此等价于 Ｘ是树型
偏序集。因此以下总设Λ是连通的有限树型偏序集，Ｉ（Λ）是其指标代数，即以Λ的Ｈａｓｓｅ图 Ｑ为通常箭图
的遗传代数，其中 Ｑ的箭向ｘ→ｙ由ｘｙ（称此 ｘ为ｙ的覆盖，即 ｘ＞ｙ且无ｚ∈Λ使ｘ＞ｚ＞ｙ）定义。

Λ的一个网格（ｍｅｓｈ）（ｘ；ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ；ｘ）是 Ｘ的一个子集，使得 ｙｉｘ且无其他ｙ∈Λ满足ｙｘ。如
果无 ｙ∈Λ满足ｙｘ，则称网格（ｘ；ｙ１，…，ｙｎ；ｘ）是空的。如果存在 ｗ∈Λ使得ｘｗ，则称（ｗ；ｘ；ｙ１，…，
ｙｎ；ｘ）是一个扩展网格。一个扩展网格的标签是对每个 ｙｉ定义的一组数ａｙｉ（ｗ）。如果对Λ的每个扩展网

格都选定了一个标签，则称Λ有一个标签矩阵Ｍ，即全体标签的集合。在不致混淆的情况下总将 ａｙｉ（ｗ）简

记为 ａ（ｗ）（在树的情形这一符号没有任何不确定性）。
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对Λ的Ｈａｓｓｅ图 Ｑ，定义新箭图 Ｑ′如下：Ｑ′的顶点集与Ｑ相同（Λ）；而对 Ｑ中的每个箭向α：ｘ→ｙ，Ｑ′
恰含两箭α：ｘ→ｙ与α′：ｙ→ｘ。

定义 ２１ 设Λ是偏序集。Λ的对偶扩张代数是由约束箭图给出的代数

Ａ（Λ）＝ＫＱ′／Ｉ，
其中 Ｑ′如上，Ｉ是由｛αβ′｜α，β∈Ｑ｝所生成的路代数 ＫＱ′的理想。

因为Λ是树，标签矩阵 Ｍ中的每一个数均可选为１或０。本文剩余部分除特别指明，均将采用这种标
签。如果 Ｍ中的所有数字均为１，则 Ｍ称为可逆的；如果 Ｍ中的所有数字均为０，则 Ｍ称为０。如果 Ｍ＝
０，则Λ的Ｍ双扭指标代数Ａ（Λ，Ｍ）称为是Λ的对偶扩张代数，记为Ａ（Λ）。

定理 Ａ［３］ 设 Ａ＝Ａ（Λ，Ｍ）是偏序集Λ的Ｍ双扭指标代数，则 Ａ是拟遗传代数，其标准模恰为 不可
分解投射 Ｉ（Λ）模，且有ｐｒｊ．ｄｉｍ．Δ（ｘ）≤１与 ｉｎｊ．ｄｉｍ．

Δ

（ｘ）≤１，对所有 ｘ∈Λ；ｄｉｍｋＥｘｔ１Ａ（Δ（ｘ），Δ（ｙ））＝１
当且仅当 ｘ＜ｙ，其余情形此维数均为０。

文献［４］中还证明，代数Ａ（Λ，Ｍ）是ＢＧＧ代数，且当 Ｍ可逆时，其Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数同构于代数Ａ（Λｏｐ，
Ｍ）。这就完全确定了此类拟遗传代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数。
为了描述 Ｍ＝０即偶扩张代数的相应情形，我们将具体构造出对偶扩张代数上的 Ｗｅｙｌ模、典范模和特

征模。

由定理Ａ，偏序集Λ的对偶扩张代数Ａ＝Ａ（Λ）是拟遗传代数且存在模范畴 ｍｏｄＡ上的一个对偶函子

ε，它固定所有单模，典范模以及特征模，并使Ｗｅｙｌ模Δ（λ）与余Ｗｅｙｌ模

Δ

（λ）互换。

现在给出典范模 Ｔ（μ）等的具体构造
［６］。我们将使用箭图的表示理论与语言（参见［１２］）。设珟Ｑ是Ａ的

通常箭图。设 ｘ＜ｙ∈Λ。设 ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ＝ｙ是ｘ与ｙ之间的惟一链，记 ｌｘｙ＝ｌｙｘ＝ｎ－１是该链的长

度，则对每个μ∈Ｘ，模 Ｔ（μ）可如下构造：作为 ｋ向量空间，Ｔ（μ）＝ｕ∈ΛＶｕ，其中 Ｖｕ＝０如果 ｕ≤／μ；而若

ｕ≤μ，则 Ｖｕ由下述归纳法定义：Ｖμ＝ｋ是１维向量空间，其典型基为｛μ
０｝；对 ｕμ，则 Ｖｕ＝ＶμＶμ＝ｋ

ｋ，典型基｛ｕ－，ｕ＋｝；从 Ｖ
μ
到 Ｖｕ的线性映射μｕ定义为μｕ（μ

０）＝ｕ＋，而从 Ｖｕ到 Ｖμ 的线性映射′ｕμ定义为

′ｕμ（ｕ－）＝μ
０，′ｕμ（ｕ

＋）＝０。使用矩阵的语言，μｕ＝（０，ＩＶμ）而′ｕμ＝（ＩＶμ，０）
Ｔ，其中 ＩＶ

μ

代表对应于Ｖ
μ
的单

位变换的ｄｉｍｋＶμ 阶单位矩阵，（）
Ｔ表示转置矩阵。

现设 ｘ＝ｘ１ｘ２≤μ。令 Ｖｘ１＝Ｖｘ２Ｖｘ２。归纳地，设 Ｖｘ２的典型基为 ｛ｘ
σｉ２｝

ｄ２ｉ＝１（其中 ｄ２＝ｄｉｍｋＶｘ２），则 Ｖｘ１
的典型基选为｛ｘσｉ－１ ，ｘσｉ＋１ ｝ｄ２ｉ＝１；从 Ｖｘ２到 Ｖｘ１的线性映射ｘ２ｘ１定义为ｘ２ｘ１（ｘ

σｉ２）＝ｘσｉ＋１ ，而从 Ｖｘ１到 Ｖｘ２的线性映

射′ｘ１ｘ２定义为′ｘ１ｘ２（ｘ
σｉ－１ ）＝ｘσｉ２，′ｘ１ｘ２（ｘ

σｉ＋１ ）＝０。再一次利用矩阵的语言，有ｘ２ｘ１＝（０，ＩＶｘ２
）以及′ｘ１ｘ２＝

（ＩＶｘ２
，０）Ｔ。

接下来构造Ｗｅｙｌ模Δ（ｙ）与余Ｗｅｙｌ模

Δ

（ｙ），对所有 ｙ∈Ｘ。
设 ｙ∈Ｘ，则Δ（ｙ）是下述表示：

Ｖｘ＝
ｋｘ，ｘ≤ｙ，
０{ ，其他，

此处 ｋｘ是１维向量空间，典型基为｛ｘ｝。所有映射ｘ２ｘ１＝１（单位映射），而′ｘ１ｘ２＝０。

对偶地，余Ｗｅｙｌ模

Δ

（ｙ）为

Ｖｘ＝
ｋｘ，ｘ≤ｙ，
０{ ，其他；

而所有的映射ｘ２ｘ１＝０，ｘ１ｘ２＝１。

对μ∈Ｘ，设 ｙｚ≤μ，σ＝（－）
ｌｚμ
－１（即有 ｌｚμ－１个“－”）。令 Ｍｙ是由ｙ

σ＋生成的 Ｔ
μ
的子向量空间，记

｛ｘ（σ＋）ｗ｜ｘ＜ｙ，ｗａｒｂｉｔｒａｒｙ｝，则 Ｍｙ是Ｔμ 的子模。进一步，映射θｙ：ｘ
σ＋ｗ →ｘｗ给出了 Ｍｙ与 Ｔｙ之间的一个 Ａ

模同构，因此Ｍｙ
θｙ

Ｔｙ。

记 Ｔ０＝ｙ＜μＴｙ，置 Ｍ＝ｙ＜μＭｙ，则Ｔ０
θ

Ｍｙ，其中θ＝ｄｉａｇ（θ－１
ｙ ）。记ι：Ｍ→Ｔμ 是包含映射，令 ｈμ ＝θι，
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则 ｈ
μ
是从 Ｔ０到 Ｔμ 的单同态。
设πμ：Ｔμ→

Δ

（μ）是

ｘσ＝
ｘ，若σ＝－－…－，
０{ ，其他，

则πμ 是一个Ａ模的满同态。
上述数据间的相互关系由下面的定理 Ｂ与定理 Ｃ给出，这两个定理在本文的剩余部分将重复使用多

次。

定理 Ｂ［６］ 设 Ａ＝Ａ（Λ）是偏序集Λ的对偶扩张代数，则对 ｙ∈Λ，有ｍｏｄＡ中如下的典范正合列：

→０ Δ（μ） →→
ｉ
μ

Ｔ（μ →）

ｐ
μ
＝（ｐ
μｘ
）
ｔ

ｘ＜μＴ（ｘ →） ０ （３）
与

→０ ｘ＜μＴ（ｘ →）

ｈ
μ
＝（ｈｘμ

）

Ｔ（μ →）
πｘ Δ

（μ →） ０， （４）
其中正则包含映射为 ｉ

μ
：ｕ →ｕσｕ，σｕ＝（＋）ｌｕμ－１，正则满射 ｐμｘ：Ｔ（μ）→Ｔ（ｘ）为

ｘｗ－ →ｘ０，若 ｗ＝（＋）ｌｘμ－２－，

ｕ（ｗ－）σ →ｕσ，若 ｗ＝（＋）ｌｘμ－２，

其他 →０
{

，

其中映射 ｈ
μ
与πμ 同上。

定理 Ｃ［６］ 设 ｘ＜ｙｚ，则 ｈｘｙ＝ｈｘｚｐｚｙ，ｐｙｘ＝ｈｙｚｐｚｘ，且 ｈｙｚｐｚｙ＝０。

记Ｔ∶＝ａｄｄ（ｘ∈ＸＴ（ｘ））。设Ｃ是ｍｏｄＡ的一个满加法子范畴，Ｎｉ∈Ｃ，ｉ＝１，２。记

ＩｒｒＣ（Ｎ１，Ｎ２）：＝ｒａｄＣ（Ｎ１，Ｎ２）／ｒａｄ２Ｃ（Ｎ１，Ｎ２）
是由从 Ｎ１到 Ｎ２的所有不可约Ｃ映射构成的ＥｎｄＣ（Ｎ１）－ＥｎｄＣ（Ｎ２）双模。

定理 Ｄ［６］ 对任意 ｘ，ｙ∈Ｘ，有

ｄｉｍｋＩｒｒＴ（Ｔ（ｘ），Ｔ（ｙ））＝ｄｉｍｋＩｒｒＴ（Ｔ（ｙ），Ｔ（ｘ））＝
１，如果 ｘ＜ｙ且ｙ极大；或对偶情形，
０{ ，其他。

定理Ｄ描述了偏序集 Ｘ的对偶扩张代数Ａ＝Ａ（Ｘ）的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数Γ的通常箭图Ｑ＝（Ｑ０，Ｑ１）的形
状 （它们均是双图ｂｉｐａｒｔｉｔｅ）：顶点集 Ｑ０仍然是 Ｘ；箭向集 Ｑ１如下确定：设 ｘ，ｙ∈Ｘ，则存在箭 ｐｙｘ：ｙ→ｘ与

ｈｘｙ：ｘ→ｙ当且仅当ｙ是极大元，其中 ｐｙｘ与ｈｘｙ就是短正合列（３）中正则满同态 ｐｙ的第ｘ个分量 ｐｙｘ：Ｔ（ｙ）→
Ｔ（ｘ），与短正合列（４）中正则包含映射 ｈｙ的第ｘ个分量ｈｘｙ：Ｔ（ｘ）→Ｔ（ｙ）。

３ 零关系Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的生成理想

定义３１ 设 Ｘ是偏序集合。称 Ｘ是Ｖ型的如果Ｘ有最小元素λ且Ｘ＼｛λ｝恰好分解为 两个不交极大

图１
Ｆｉｇ．１

连通全序子集的并。

显然，Ｖ型偏序集是除线性序集外的最简单的偏序集。本
文剩余部分，总设Λ是典型Ｖ型偏序集Λ＝｛ｘ＝ｘｍ＋１ｘｍ…

ｘ１＝λ＝ｙ１ｙ２…ｙｎｙｎ＋１＝ｙ｝，ｍ≥１，ｎ≥１，其对偶扩
张代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶的通常箭图的形状由图 １中箭图 Ｑ所描
述。

为了计算所需要的生成关系，将符号Λ 的对偶扩张代数

Ａ（Λ）与其Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数Ｒ（Λ）分别简记为Ａ与Ｒ。此时，定理Ｄ具有下述形式：
引理 ３１ 设Λ同上，则Ｒ的通常箭图具有如图 １所示的形状，其中αｉ，α′ｉ，βｊ，β′ｊ是由定理 Ｂ中的映

射αｉ，α′ｉ所诱导的关系，即αｉ是定理Ｂ中正合列（３）的正则满射 ｐｘ的第ｉ个分量：Ｔ（ｘ）→Ｔ（ｘｉ），而α′ｉ是
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定理Ｂ中正合列（４）的正则包含 ｌｘ的第ｉ个分量：Ｔ（ｘｉ）→Ｔ（ｘ）。对所有 ｉ，αｉ是满射而α′ｉ是单射。
为了计算代数Ｒ的生成关系，将定理Ｂ与定理Ｃ改为下述易于应用的形式：
引理 ３２ 设Λ同上，则有ｍｏｄＡ（Λ）中的下述正合列：

→０ Δ（ｘｒ →） Ｔ（ｘｒ →）

ｐｘｒ
＝（αｘｒｉ

）
Ｔ

ｒ－１
ｉ＝１Ｔ（ｘｉ →） ０， （５）

→０ ｒ－１
ｉ＝１Ｔ（ｘｉ →）

ｌｘｒ
＝（α′ｘｉｒ

）

Ｔ（ｘｒ →）

Δ

（ｘｒ →） ０， （６）

→０ Δ（ｙｓ →） Ｔ（ｙｓ →）

ｐｙｓ
＝（βｙｓｊ

）
Ｔ

ｓ－１
ｊ＝１Ｔ（ｙｊ →） ０， （７）

→０ ｓ－１
ｊ＝１Ｔ（ｙｊ →）

ｌｙｓ
＝（β′ｙｊｓ

）

Ｔ（ｙｓ →）

Δ

（ｙｓ →） ０， （８）
其中映射αｒｉ，α′ｉｒ满足条件

α′ｉｒ＝α′ｉ，ｒ＋１αｒ＋１，ｉ；αｒｉ＝α′ｒ，ｒ＋１αｒ＋１，ｉ；α′ｐ，ｒ＋１αｒ＋１，ｑ＝０，对所有 ｐ＜ｒ，ｑ＜ｒ。
对诸β有类似的关系。

以下将以较为简单的符号αｉ，α′ｉ与βｊ，β′ｊ分别代替引理３１中对应于 ｘ＝ｘｍ＋１与 ｙ＝ｙｎ＋１的映射αｍ＋１，ｉ，

α′ｉ，ｍ＋１与βｎ＋１，ｊ，β′ｊ，ｎ＋１。
考虑（无约束箭图）Ｑ中的下述路径。令αｍα′ｍ＝δ，αｒα′ｒ＝珓ｒ；βｎβ′ｎ＝σ，βｓβ′ｓ＝珋ｓ。以符号 Ｆｉ（ｉ≤ｍ）与

Ｇｓ（ｓ≤ｎ）分别记 Ｑ中的路径

α′ｉδｍ槇－１δｍ槇－２δ…ｉ槇＋１δｍ槇－１δｍ槇－２δ…ｍ槇－１δ
与

β′ｓσｎ－１σｎ－２σ…ｓ＋１σｎ－１σｎ－２σ…ｎ－１σ。
称 Ｆｉ与Ｇｓ是Ｑ的迷径。路径α中所包含的顶点数记为｜α｜（该数等于α的长度加１）。

由于 Ｑ中从任意顶点到其它任何顶点的箭向至多为１，故 Ｑ中的所有路径由其所含顶点及其顺序惟一
确定，因此，可以用迷径所包含 的自起点到终点的有序顶点列来描述它们。这种方式较之用箭向描述的办

法简便得多。于是，路径 Ｆｍ＋１是０路径ｘｍ＋１。一般地，对任意１≤ｉ≤ｍ，路径 Ｆｉ是下述有序顶点列：第一
个顶点（＝起点）为 ｘｉ；其余顶点如下确定：对所有 ｉ≤ｒ≤ｍ，ｔ≥１，第２ｔ个顶点总是ｘｍ＋１，而第（２ｍ－ｒ＋１ｔ－
２ｍ－ｒ＋１）个顶点总是ｘｒ。类似地，Ｇｓ是下述路径：对所有 ｉ≤ｒ≤ｍ，ｔ≥１，第一个顶点为 ｙｓ，第２ｔ个顶点总
是 ｙｎ＋１，而第（２ｎ－ｗ＋１ｔ－２ｎ－ｗ＋１）个顶点总是ｙｗ。

例如，如果 ｎ＝９，则路径 Ｆ３是（下面数字 ｒ代表顶点ｘｒ）

３９８９７９８９６９８９７９８９５９８９７９８９６９８９７９８９４９８９７９８９６９８９７９８９５９８９７９８９６９８９７９８９，
而 Ｆ４为

４９８９７９８９６９８９７９８９５９８９７９８９６９８９７９８９。
以下是关于迷径长度的一个简单计算公式，其证明可由定义直接导出。

引理 ３３ ｜Ｆｉ｜＝２ｍ＋１－ｉ，１≤ｉ≤ｍ＋１；｜Ｇｊ｜＝２ｎ＋１－ｊ，１≤ｊ≤ｎ＋１。

引理 ３４ （１）对所有 ｒ，Ｆｒαｉ≠０当且仅当 ｉ＜ｒ。此时有 Ｆｒαｉ＝αｒｉ∈ＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｒ），Ｔ（ｘｉ）），其中αｒｉ是
相应于引理３１正合列（５）中 映射αｒ的第 ｉ个分量。

（２）对所有 ｓ，Ｇｓαｊ≠０当且仅当 ｊ＜ｓ。
证明 对 ｒ从ｍ到１使用归纳法。如果 ｒ＝ｍ，则 Ｆｒ＝α′ｍ且α′ｍαｉ＝０当且仅当 ｉ＝ｍ。由定理Ｃ，对所

有 ｉ＜ｍ，α′ｍαｉ＝α′ｍ，ｍ＋１αｍ＋１，ｉ＝αｍ，ｉ，这是 ＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｍ），Ｔ（ｘｉ））中的满射。因此引理正确。假设对一切
ｒ＞ｌ＋１，引理成立。考虑 Ｆｒαｉ的由后一半箭向组成的子路径ｆ，即 ｆ是始于顶点ｘｉ＋１的，或等价地，ｆ的第一
个箭向是α

′
ｒ＋１。由 Ｆｒ的 定义，ｆ恰恰是路径Ｆｒ＋１αｉ，而由归纳假设它恰是路径αｒ＋１，ｉ。同理，设 Ｆｒ的前一半

箭向组成的子路径ｇ，并考虑 ｇαｍ，ｒ＋１。重复使用定理 Ｃ可知，ｇαｍ，ｒ＋１＝α′ｒ，ｒ＋１∈ＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｒ，Ｔ（ｘｒ＋１）））恰好
是正则包含映射。结合由归纳法的结论，知 Ｆｒαｉ＝ｇｆ＝α′ｒ，ｒ＋１αｒ＋１，ｉ＝αｒ，ｉ，而此映射恰好是 ＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｒ，
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Ｔ（ｘｉ）））中的正则满射。证毕。
由引理３４可知，代数 Ａ的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数 Ｒ的定义理想完全取决于（无约束）通常箭图 Ｑ中的这些特

殊路径，即迷径。注意引理３４等价于：对所有 ｒ，Ｆｒαｉ＝０当且仅当 ｉ≥ｒ，将 Ｑ中由所有路径Ｆｒαｉ，ｒ≥１，ｉ≥
ｒ与Ｇｓαｊ，ｓ≥１，ｊ≥ｓ生成的Ｒ的理想记为Ｉ，称为迷径理想。
定理 ３１ 设Λ同上，Ａ是Λ的对偶扩张代数，Ｒ是Λ的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数，Ｑ是Ｒ的（无约束）通常箭

图，Ｉ是路代数ｋＱ迷径理想。则有下列 ｋ代数同构：

ＲｋＱ／Ｉ，
换言之，迷径理想 Ｉ恰好是Ｒ的生成理想。

证明 由引理３４，迷径理想 Ｉ是Ｒ的生成理想的子理想，因此存在 ｋ代数的满同态：ｋＱ／Ｉ→Ｒ。因此
有

ｄｉｍｋＫＱ／Ｉ≥ｄｉｍｋＲ。 （９）
记 Ｂ：＝ｋＱ／Ｉ。为证明公式（９）中的等号成立，只需证明涉及的两个代数作为 ｋ向量空间的维数相等，

只需证明相应的不可分解 投射模的 ｋ维数相等。对任意 ｘｉ∈Λ，ｉ≠１，考虑不可分解投射模 ＰＢ（ｉ）＝ｘｉＢ的
子模 ＦｉＢ与下述Ｂ模的短正合列（其中 Ｍ（ｘｉ）表示商模 ｘｉＢ／ＦｉＢ）：

０→ＦｉＢ→ｘｉＢ→Ｍ（ｘｉ）→０。 （１０）

由引理３４，ＦｉＢ恰好是模∑
ｒ＜ｉ
ＰＢ（ｒ），而模 Ｍ（ｘｉ）恰好是对应于路径 Ｆｉ的单列模，确切地说，模 Ｍ（ｘｉ）的惟

一合成列的单模因子是以路径 Ｆｉ所包含的顶点为权的单模。由引理 ３３，Ｆｉ的长度为 ２ｍ＋１－ｉ，因此

ｄｉｍｋＭ（ｘｉ）＝２ｍ＋１－ｉ，对任意２≤ｉ≤ｍ＋１。对 ｘ１＝λ，首先注意每个终点为λ的非零路径对应一个满同态，
这是因为Ｔ（λ）是一个单模。其次，由 Ｆ１，Ｇ１的定义并结合引理３４，ＰＢ（λ）＝λＢ由 Ｆ１与 Ｇ１按下述方式完
全确定：其根可分解为两个不可分解模 Ｕ与 Ｖ的直和，其中 Ｕ与 Ｖ均是单列模并且它们的惟一合成列分别
对应与路径 Ｆ１与 Ｇ１的顶点序列（即将顶点视为相应的单模）。因此ｄｉｍｋ＝２ｍ＋２ｎ－１。由归纳法，可以从正

合列（１０）中递推出所有 Ｂ模 ｘｉＢ与 ｙｉＢ的 ｋ维数：ｄｉｍｋｘｉＢ＝２ｍ＋１－ｉ＋∑
ｉ－１

ｊ＝１
ｄｉｍｋｘｊＢ＝２ｍ＋１－ｉ＋２ｎ＋ｉ－２＋２ｉ－２＋

∑
ｉ－１

ｊ＝０
２ｍ－ｉ＋２ｊ＝２ｍ＋１－ｉ＋２ｎ＋ｉ－２－２ｉ－２＋（２ｍ＋ｉ－２ｍ－ｉ）?３。

现来计算不可分解投射 Ｒ模 ＰＲ（ｘｉ）＝ｘｉＲ 的 ｋ维数。因为 Ｒ ＝ＥｎｄＡ（Ｔ），Ｔ＝ｘ∈ΛＴ（ｘ），故

ＰＲ（ｘｉ）ＨｏｍＡ（Ｔ，Ｔ（ｘｉ））ｚ∈ΛＨｏｍＡ（Ｔ（ｚ），Ｔ（ｘｉ））。考虑ｍｏｄＡ中的下述短正合列：

０→
ｉ－１
ｊ＝１Ｔ（ｘｊ）→Ｔ（ｘｉ）→

Δ

（ｘｉ）→０， （１１）
对正合列（１１）作用左正合函子ＨｏｍＡ（Ｔ，－），可得ｍｏｄＲ中的下述正合列：

０→
ｉ－１
ｊ＝１（Ｔ，Ｔ（ｘｊ））→（Ｔ，Ｔ（ｘｉ））→（Ｔ，

Δ

（ｘｉ））→Ｅｘｔ１Ａ（Ｔ，
ｉ－１
ｊ＝１Ｔ（ｘｊ））， （１２）

其中（－，－）表示模ＨｏｍＡ（－，－）。因为对所有 ｔ≠１，有 ＨｏｍＡ（Ｔ（ｙｔ），Ｔ（ｘｉ））＝０，另外 Ｅｘｔ１Ａ（Ｔ，Ｔ）＝０导

致Ｅｘｔ１Ａ（Ｔ，
ｉ－１
ｊ＝１Ｔ（ｘｊ））＝０，故正合列（１２）实际上是下述正合列：

０→
ｉ－１
ｊ＝１ＰＲ（ｘｊ）→ＰＲ（ｘｉ）→ＨｏｍＡ（Ｔ，

Δ

（ｘｉ））→０。 （１３）

由于ＨｏｍＡ（Ｔ（ｚ），

Δ

（ｘｉ））ΔＲ（ｘｉ）且对所有 ｚ≥／ｘｉ，有 ＨｏｍＡ（Ｔ（ｚ），

Δ

（ｘｉ））＝０，故知ΔＲ（ｘｉ）＝

ｍ＋１
ｒ＝ｉＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｒ），

Δ

（ｘｉ））。由［３］，命题２５（或通过直接计算），有

ｄｉｍｋＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｒ），

Δ

（ｘｉ））＝２ｒ－ｉ－１，（ｒ＞ｉ），ｄｉｍｋＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｉ），

Δ

（ｘｉ））＝１。
所以，

ｄｉｍｋΔＲ（ｘｉ）＝∑
ｍ＋１

ｒ＝ｉ
ｄｉｍｋＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｒ），

Δ

（ｘｉ））＝１＋∑
ｍ＋１

ｒ＝ｉ＋１
２ｒ－ｉ－１＝２ｍ＋１－ｉ。

特别地，

ｄｉｍｋλＲ＝ｄｉｍｋＨｏｍｃａｌＡ（Ｔ（λ），

Δ

（λ））＋∑
ｍ＋１

ｉ＝２
ｄｉｍｋＨｏｍＡ（Ｔ（ｘｉ），

Δ

（λ））＋

∑
ｎ＋１

ｊ＝２
ＨｏｍＲ（Ｔ（ｙｉ），

Δ

（λ））＝２ｍ＋２ｎ－１。
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至此，由正合列（１１）可以得到计算模 ＰＲ（ｘｉ）的 ｋ维数的递推公式，我们看到这个递推公式与初始条件与计
算 Ｂ模ｘｉＢ与ｙｉＢ的ｋ维数的相应公式完全相同。因此不等式（９）中的等式成立，所以代数 Ｂ与 Ｒ具有相
同的 ｋ维数，故它们是同构的 ｋ代数。证毕。

由于定理３１中给出的代数Ｒ的定义关系均为 ｋ代数ｋＱ的路径，所以立即可得定理３．２成立。
定理 ３２ Ｖ型偏序集的对偶扩张代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数是零关系代数。
定义 ３２ 偏序集 Ｘ称为是广义Ｖ型的如果Ｘ有最小元素λ且 ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｓｕｂｓｅｔｓｏｆＸ＼｛λ｝的每个极大

连通子集是线性序集。

显而易见，Ｖ型偏序集是广义Ｖ型的。
定理 ３３ 设 Ｘ是广义Ｖ型偏序集。则 Ｘ的对偶扩张代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数Ｒ（Ｘ）是零关系代数。
证明 由定理３２，如果 Ｘ是Ｖ型偏序集，则 Ｘ的 Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数是零关系代数。现若 Ｘ是广义Ｖ型

偏序集而不是Ｖ型偏序集，则 Ｘ的任何两个极大元连同小于二者之一的所有元素形成Ｘ的一个真Ｖ型子
集，因此定理３１的证明方法可以照 搬到此处，即起点为该真子集中任何元素的生成关系均是路径。由于
任何两个这样的子集合，如果仅有最小元素是共同的，则它们之间 没有非平凡的映射，从而 Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数
Ｒ（Ｘ）的定义关系均为路径，故Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数Ｒ（Ｘ）是零关系代数。

注 １ 定理３３可以看成［７］中定理２的部分逆。该定理表明有最大元素的树型偏序集的对偶扩张代数
的Ｒｉｎｇｅｌ对偶 代数是零关系代数。这两个定理各给出一类偏序集，使得其对偶扩张代数的 Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数
是零关系代数。由于零关系Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的原始底图显然是树型偏序集，上述两个定理可以激发我们探
索一个更具吸引力和挑战性的问题：找出所有具有零关系Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数的偏序集（当然是树型的）。

注 ２ 容易看出，本文限定的偏序集的对偶扩张代数实际上可以扩展到偏序集的 Ｍ双扭指标代数上
去。换言之，如果 Ｍ双扭指标代数的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数是零关系代数，则必有 Ｍ＝０，从而 Ｍ双扭指标代数就

是对偶扩张代数。这是因为，若 Ｍ≠０，则 Ｍ双扭指标代数的生成理想中必存在某种类型的广义交换关系，
该关系在Ｒｉｎｇｅｌ对偶下不会消失，也不会转变为零关系。

例 ３１ 设Λ＝｛ｘ＞ｃ＞ｂ＞ａ＜ｙ｝，即其Ｈａｓｓｅ图为

则Λ的Ｒｉｎｇｅｌ对偶代数Ｒ（Λ）的通常箭图为

定义关系为：

α′α＝０，β′β＝０，γ′γ＝０，δ′δ＝０；α′γγ′α＝０，β′γγ′β＝０；α′γγ′ββ′γγ′α＝０。
使用投射模的语言，可以如下描述代数Ｒ（Λ）：

Ｐ（ａ）具有 ｔｏｐＥ（ａ），其根是两个单列模 Ｕ与Ｖ＝Ｅ（ｙ）的直和，其中 Ｕ的惟一合成列为［ｘ，ｃ，ｘ，ｂ，ｘ，
ｃ，ｘ］（此处以顶点代替相应的单模，且从左至右为 ｔｏｐ到 ｓｏｃｌｅ）；Ｐ（ｂ）的根是一个 ｔｏｐ为 Ｅ（ｘ）的局部模，其
根平方的 ｔｏｐ与 Ｅ（ｃ）同构，其根立方的ｔｏｐ同构于 Ｅ（ｘ）而根的四次方为 Ｐ（ａ）；Ｐ（ｃ）的根是ｔｏｐ为 Ｅ（ｘ）的

局部模而其根平方同构于 Ｐ（ａ）Ｐ（ｂ）；Ｐ（ｘ）的根同构于 Ｐ（ａ）Ｐ（ｂ）Ｐ（ｃ）；Ｐ（ｙ）的根为 Ｐ（ａ）。
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