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摘要：研究了Ｈｏｐｆ代数 ｋＳ３的ＤｒｉｎｆｅｌｄｄｏｕｂｌｅＤ（ｋＳ３）的不可约表示与Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ群 Ｇ０（Ｄ（ｋＳ３））的环结构，其中 ｋ
是特征为２的域，且含有一个３次本原单位根。
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１ 预备知识

本文中恒设 ｋ是特征为２的域，并设 ｋ含有一个３次本原单位根α。此时α２＋α＋１＝０。用表示ｋ。

文中所有的代数、Ｈｏｐｆ代数、模以及余模都是定义在域 ｋ上的向量空间。关于代数、余代数的有关符号和性
质参见文献［１］。本文中的模均为左模，余模均为右余模。

有限维Ｈｏｐｆ代数 Ｈ的ＤｒｉｎｆｅｌｄｄｏｕｂｌｅＤ（Ｈ）是Ｄｒｉｎｆｅｌｄ在研究 ＹａｎｇＢａｘｔｅｒ方程时给出的，Ｄ（Ｈ）是拟三
角Ｈｏｐｆ代数，因此通过 Ｄ（Ｈ）的表示可为ＹａｎｇＢａｘｔｅｒ方程提供解（详见文献［２］）。ＹｅｔｔｅｒＤｒｉｎｆｅｌｄＨ模，简称
ＹＤＨ模，是Ｙｅｔｔｅｒ研究ｍｏｎｏｉｄａｌ范畴时引入的。众所周知，当 Ｈ是有限维Ｈｏｐｆ代数时，Ｄ（Ｈ）的模范畴同构
于ＹＤＨ模范畴（详见文献［１］）。

设 Ｈ是一个Ｈｏｐｆ代数，有双射的反极元 Ｓ。一个ＹＤＨ模Ｍ是（左）Ｈ模Ｍ，同时也是（右）Ｈ余模，且
满足下面等价的相容性条件：

（１）∑ｈ１·ｍ０ｈ２ｍ１＝∑（ｈ２·ｍ）０（ｈ２·ｍ）１ｈ１，

（２）∑（ｈ·ｍ）０（ｈ·ｍ）１＝∑ｈ２·ｍ０ｈ３ｍ１Ｓ－１（ｈ１），
其中 ｈ∈Ｈ，ｍ∈Ｍ。

如果 Ｍ和Ｎ是两个ＹＤＨ模，则 ＭＮ也成为ＹＤＨ模，ＭＮ的 Ｈ模结构和 Ｈ余模结构分别为
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ｈ·（ｍｎ）＝∑ｈ１·ｍｈ２·ｎ，ρ（ｍｎ）＝∑ｍ０ｎ０ｎ１ｍ１，
其中 ｈ∈Ｈ，ｍ∈Ｍ，ｎ∈Ｎ（见［３４］）。用ＨＹＤＨ表示 ＹＤＨ模范畴，ＨＭ表示（左）Ｈ模范畴，ＭＨ表示（右）Ｈ
余模范畴。

命题 １１［１］ 设 Ｈ是有限维Ｈｏｐｆ代数，则ＨＹＤＨＤ（Ｈ）Ｍ。
现在设 Ｇ是一个有限群，则群代数 ｋＧ是有限维Ｈｏｐｆ代数。设（ｋＧ）为 ｋＧ的对偶Ｈｏｐｆ代数，则（ｋＧ）

有 ｋ基｛ｐｇ｜ｇ∈Ｇ｝，其中〈ｐｇ，ｈ〉＝δｇ，ｈ，ｇ，ｈ∈Ｇ，δｇ，ｈ为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号。此时 ｋＧ和（ｋＧ）ｃｏｐ是 ＤｒｉｎｆｅｌｄＤｏｕ
ｂｌｅＤ（ｋＧ）的Ｈｏｐｆ子代数。Ｄ（ｋＧ）的Ｈｏｐｆ代数结构可描述如下：作为 ｋ向量空间Ｄ（ｋＧ）有一组｛ｐｇｈ｜ｇ，ｈ∈
Ｇ｝，乘法为

（ｐｇｈ）（ｐｘｙ）＝（ｐｇｐｈｘｈ－１）（ｈｙ）＝δｇ，ｈｘｈ－１ｐｇｈｙ，ｇ，ｈ，ｘ，ｙ∈Ｇ，
余乘法Δ、余单位ε和反极元分别为

Δ（ｐｇｈ）＝∑
ｙｘ＝ｇ
ｐｘｈｐｙｈ，ε（ｐｇｈ）＝δｇ，１，Ｓ（ｐｇｈ）＝ｐｈ－１ｇ－１ｈｈ－１，ｇ，ｈ∈Ｇ。

拟三角Ｈｏｐｆ代数的定义也是由 Ｄｒｉｎｆｅｌｄ引入的，若 Ｈ是拟三角的 Ｈｏｐｆ代数，则对于任意的 Ｈ模Ｍ和

Ｎ，有 Ｈ模同构ＭＮＮＭ。进一步地，任一个有限维 Ｈｏｐｆ代数 Ｈ的 ＤｒｉｎｆｅｌｄｄｏｕｂｌｅＤ（Ｈ）总是拟三角

的，因此对于任意的 Ｄ（Ｈ）模 Ｍ和 Ｎ，总有 Ｄ（Ｈ）模同构 ＭＮＮＭ（详见文献［１２］）。
设 Ｈ是有限维Ｈｏｐｆ代数，用 Ｆ（Ｈ）表示有限维 Ｈ模的一切同构类的集合，用（Ｍ）表示有限维 Ｈ模Ｍ

所在的同构类。设 Ｃ（Ｈ）是基为 Ｆ（Ｈ）的自由Ａｂｅｌ群（加法群），令 Ｒ（Ｈ）是由所有形如（Ｍ２）（Ｍ１）（Ｍ３）的
元素生成的 Ｃ（Ｈ）的子群，其中０→Ｍ１→Ｍ２→Ｍ３→０为 Ｈ模短正合列，称商群 Ｇ０（Ｈ）＝Ｃ（Ｈ）／Ｒ（Ｈ）是 Ｈ
的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ群，其中的元素（Ｍ）＋Ｒ（Ｈ）记为［Ｍ］。设｛Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｍ｝是单 Ｈ模同构类的一个代表系，

则 Ｇ０（Ｈ）是基为｛［Ｖ１］，［Ｖ２］，…，［Ｖｍ］｝的自由Ａｂｅｌ群。此时 Ｇ０（Ｈ）是一个环，乘法为［Ｍ］［Ｎ］＝［ＭＮ］，

称为 Ｈ的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ环。若 Ｈ是拟三角的Ｈｏｐｆ代数，则 Ｇ０（Ｈ）是交换环。特别地，Ｇ０（Ｄ（ｋＧ））是交换环，
其中 Ｇ为有限群。

２ Ｄ（ｋＳ３）不可约表示

本节讨论ＤｒｉｎｆｅｌｄｄｏｕｂｌｅＤ（ｋＳ３）的不可约表示，给出 Ｄ（ｋＳ３）上单模的结构及同构分类，其中 Ｓ３是３元
对称群。

我们知道，Ｓ３＝〈ａ，ｂ｜ａ２＝１，ｂ３＝１，（ａｂ）２＝１〉，令 ｘ１＝１，ｘ２＝ａ，ｘ３＝ｂ２ａ，ｘ４＝ｂａ，ｘ５＝ｂ，ｘ６＝ｂ２。简

记 ｐｉ＝ｐｘｉ，１≤ｉ≤６，则 ＤｒｉｎｆｅｌｄｄｏｕｂｌｅＤ（ｋＳ３）有 ｋ基｛ｐｉｘｊ｜１≤ｉ，ｊ≤６｝。作为 ｋ代数，Ｄ（ｋＳ３）由｛ｐｉ，ａ，

ｂ｜１≤ｉ≤６｝生成。首先构造 Ｄ（ｋＳ３）上的几个有限维单模。

（１）一维单模 Ｖ１：ρ１＝ε∶Ｄ（ｋＳ３）→ｋ，ρ１（ｐｉｘｊ）＝ε（ｐｉｘｊ）＝δｉ，１，１≤ｉ，ｊ≤６，是一个代数同态，相应的一维

Ｄ（ｋＳ３）单模Ｖ１称为平凡 Ｄ（ｋＳ３）模。
（２）三维单模 Ｖ２：存在惟一的代数同态ρ２∶Ｄ（ｋＳ３）→Ｍ３（ｋ）使得

ρ２（ａ）＝
１ ０ ０
０ ０ １









０ １ ０
，ρ２（ｂ）＝

０ ０ １
１ ０ ０









０ １ ０
，ρ２（ｐ２）＝

１ ０ ０
０ ０ ０









０ ０ ０
，

ρ２（ｐ３）＝
０ ０ ０
０ １ ０









０ ０ ０
，ρ２（ｐ４）＝

０ ０ ０
０ ０ ０









０ ０ １
，ρ２（ｐｉ）＝０，ｉ＝１，５，６。

记相应的 Ｄ（ｋＳ３）模为Ｖ２。
（３）二维单模 Ｖ３：存在惟一的代数同态ρ３∶Ｄ（ｋＳ３）→Ｍ２（ｋ）使得

ρ３（ａ）＝
０ １( )１ ０

，ρ３（ｂ）＝
１ ０( )０ １

，ρ３（ｐ５）＝
１ ０( )０ ０

，ρ３（ｐ６）＝
０ ０( )０ １

，ρ３（ｐｉ）＝０，
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其中 ｉ＝１，２，３，４。记相应的 Ｄ（ｋＳ３）模为Ｖ３。
（４）二维单模 Ｖ４：存在惟一的代数同态ρ４∶Ｄ（ｋＳ３）→Ｍ２（ｋ）使得

ρ４（ａ）＝
１ １( )０ １

，ρ４（ｂ）＝
０ １( )１ １

，ρ４（ｐ１）＝
１ ０( )０ １

，ρ４（ｐｉ）＝０，ｉ＝２，３，４，５，６。

记相应的 Ｄ（ｋＳ３）模为Ｖ４。
（５）二维单模 Ｖ５：存在惟一的代数同态ρ５∶Ｄ（ｋＳ３）→Ｍ２（ｋ）使得

ρ５（ａ）＝
０ α２

α
( )０ ，ρ５（ｂ）＝α ０

０ α
( )２ ，ρ５（ｐ５）＝ １ ０( )０ ０

，ρ５（ｐ６）＝
０ ０( )０ １

，ρ５（ｐｉ）＝０，

其中 ｉ＝１，２，３，４。记相应的 Ｄ（ｋＳ３）模为Ｖ５。
（６）二维单模 Ｖ６：存在惟一的代数同态ρ６∶Ｄ（ｋＳ３）→Ｍ２（ｋ）使得

ρ６（ａ）＝
０ α

α
２( )０，ρ６（ｂ）＝α

２ ０
０( )
α
，ρ６（ｐ５）＝

１ ０( )０ ０
，ρ６（ｐ６）＝

０ ０( )０ １
，ρ６（ｐｉ）＝０，

其中 ｉ＝１，２，３，４。记相应的 Ｄ（ｋＳ３）模为Ｖ６。
定理 ２１ Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３，Ｖ４，Ｖ５，Ｖ６是互不同构的 Ｄ（ｋＳ３）单模。
证明 易证 Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３，Ｖ４，Ｖ５，Ｖ６都是单的 Ｄ（ｋＳ３）模，剩下仅需证明 Ｖ３，Ｖ４，Ｖ５，Ｖ６互不同构。因为

ρ４（ｐ１）＝
１ ０( )０ １

和ρ３（ｐ１）＝０是秩分别为２和０的矩阵，故 Ｖ３，Ｖ４不可能同构，同理 Ｖ４与 Ｖ５不同构，Ｖ４与

Ｖ６不同构。显然，ρ３（ｂ）＝
１ ０( )０ １

与ρ５（ｂ）＝
α ０
０ α

( )２ 不相似，故 Ｖ３与 Ｖ５不同构。同理，Ｖ３与 Ｖ６也不同
构。最后假设 Ｖ５Ｖ６，即存在模同构映射 Ｆ：Ｖ５→Ｖ６。设｛ｌ１，ｌ２｝和｛ｔ１，ｔ２｝分别是 Ｖ５和 Ｖ６的基使得相应的

矩阵表示为ρ５和ρ６，再设 Ｆ（ｌ１）＝ｑ１ｔ１＋ｑ２ｔ２，Ｆ（ｌ２）＝ｑ３ｔ１＋ｑ４ｔ２，则
ｑ１ ｑ２
ｑ３ ｑ( )

４

是 ｋ上的可逆矩阵。

由于 Ｆ是模同态，所以 Ｆ（（ｐ５ｂ）·ｌ１）＝（ｐ５ｂ）·Ｆ（ｌ１），即αｑ１ｔ１＋αｑ２ｔ２＝α２ｑ１ｔ１。由于α≠０且α≠α２，

所以 ｑ１＝ｑ２＝０，这与
ｑ１ ｑ２
ｑ３ ｑ( )

４

是可逆矩阵矛盾，故 Ｖ５与 Ｖ６不同构。

引理 ２１［５］ 设 Ｈ是Ｈｏｐｆ代数，且有双射的反极元 Ｓ，有

（１）设 Ｎ∈ＭＨ，则 ＨＮ∈ＭＨ，其中ρ（ｈｎ）＝∑（ｈ２ｎ０）ｈ３ｎ１Ｓ
－１（ｈ１），ｈ∈Ｈ，ｎ∈Ｎ；

（２）设 Ｌ∈ＨＭ，则 ＬＨ∈ＨＭ，其中 ｈ·（ｌａ）＝∑ｈ２·ｌｈ３ａＳ－１（ｈ１），ｈ，ａ∈Ｈ，ｌ∈Ｌ。
引理 ２２［５］ 设 Ｈ是Ｈｏｐｆ代数，且有双射的反极元 Ｓ，Ｍ∈ＨＹＤＨ，有

（１）设 Ｌ∈ＨＭ，则 ＬＨ∈ＨＹＤＨ，其中模作用和余模余作用为

ｈ·（ｌａ）＝∑ｈ２·ｌｈ３ａＳ－１（ｈ１），ρ（ｌｈ）＝∑（ｌｈ１）ｈ２，ｈ，ａ∈Ｈ，ｌ∈Ｌ。

（２）设 Ｌ∈ＨＭ，ｐ：Ｍ→Ｌ是Ｈ模同态，则有ＹＤＨ模同态ｆ：Ｍ→ＬＨ，ｆ（ｍ）＝∑ｐ（ｍ０）ｍ１，ｍ∈Ｍ，其

中 ＬＨ的结构如（１）中所示。进一步，Ｋｅｒ（ｆ）是包含于Ｋｅｒ（ｐ）的 Ｍ的最大ＹＤＨ子模，实际上是最大的右
Ｈ子余模。

（３）Ｍ同构于上述某个 ＬＨ的一个ＹＤＨ子模。
注 设 Ｍ∈ＨＹＤＨ（Ｈ有限维）为单的ＹＤＨ模，Ｎ是Ｍ的非零Ｈ子余模，则由 Ｎ生成的Ｈ子模Ｈ·Ｎ也

是Ｈ子余模，故 Ｍ＝Ｈ·Ｎ。特别地，当 Ｎ为单子余模时，Ｍ＝Ｈ·Ｎ是有限生成的Ｈ模。这意味着 Ｍ包含
一个极大真子模Ｍ′。令 Ｌ＝Ｍ／Ｍ′，ｐ：Ｍ→Ｌ是自然投射，则 Ｌ是单的Ｈ模，Ｍ′＝Ｋｅｒ（ｐ）不包含 Ｍ的非零

ＹＤＨ子模。由上述引理 Ｍ同构于ＬＨ的一个ＹＤＨ子模，所以 Ｍ是 ＬＨ的 ＹＤＨ子模。故 Ｍ＝Ｈ·

Ｎ，其中 Ｎ为 ＬＨ的某个单子余模。
下述引理２３是显然的，可以直接验证。
引理 ２３ 在同构的意义下，ｋＳ３有且仅有两个单模，它们的结构如下：
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（１）一维单模 Ｌ１，任取 Ｌ１的基｛ｗ｝，则 Ｌ１对应于增广代数同态λ１：ｋＳ３→ｋ，λ１（ｇ）＝１，ｇ∈Ｓ３；
（２）二维单模 Ｌ２，Ｌ２有基｛ｕ１，ｕ２｝，相应的代数同态λ２：ｋＳ３→Ｍ２（ｋ）由下式给出

λ２（ａ）＝
１ １( )０ １

，λ２（ｂ）＝
０ １( )１ １

。

以下记 Ｈ＝ｋＳ３，设 Ｌ是单Ｈ模，则 ＬＨ的单子余模形如 Ｎ＝ｋ（ｌｇ），其中 ｌ∈Ｌ，ｇ∈Ｓ３。把ＬＨ的

ＹＤＨ子模 Ｈ·Ｎ＝Ｈ·（ｌｇ）记为 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ），则有下面的引理。

引理 ２４ 设 Ｌ是单Ｈ模，０≠ｌ∈Ｌ，ｇ∈Ｓ３，则 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）是单的 ＹＤＨ模当且仅当 ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ是单

ｋＣＳ３（ｇ）模，其中 ＣＳ３（ｇ）表示 ｇ在 Ｓ３中的中心化子。

证明 设 ＣＳ３（ｇ）在 Ｓ３中左陪集代表元集为｛ｈ１＝１，ｈ２，…，ｈｎ｝，则 Ｈ＝
ｎ

ｉ＝１
ｋｈｉＣＳ３（ｇ），所以有

Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）＝
ｎ

ｉ＝１
ｋｈｉＣＳ３（ｇ）·（ｌｇ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｈｉ·（（ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ）ｇ）＝

ｎ

ｉ＝１
（（ｋｈｉＣＳ３（ｇ）·ｌ）ｈｉｇｈｉ

－１）。

因此 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）的单子余模形如 ｋ（ｈｉ·ｌ′ｈｉｇｈ－１ｉ ），从而 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）的单的 ＹＤＨ子模形如 Ｈ·（ｈｉ·ｌ′
ｈｉｇｈ－１ｉ ），其中 ｌ′∈ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ。

若 ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ是单ｋＣＳ３（ｇ）模，任取 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）的单的 ＹＤＨ子模Ｈ·（ｈｉ·ｌ′ｈｉｇｈ
－１
ｉ ），其中 ０≠ｌ′∈

ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ，则 ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ′＝ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ，所以存在 ｒ∈ｋＣＳ３（ｇ）使得 ｌ＝ｒ·ｌ′。而 ｒｈ
－１
ｉ ∈Ｈ，所以 ｒｈ－１ｉ·（ｈｉ·

ｌ′ｈｉｇｈ－１ｉ ）∈Ｈ·（ｈｉ·ｌ′ｈｉｇｈ－１ｉ ）。然而我们有

ｒｈ－１ｉ·（ｈｉ·ｌ′ｈｉｇｈ－１ｉ ）＝ｒ·（ｌ′ｇ）＝（ｒ·ｌ′）ｇ＝ｌｇ，

因此 ｌｇ∈Ｈ·（ｈｉ·ｌ′ｈｉｇｈ－１ｉ ），所以 Ｈ·（ｈｉ·ｌ′ｈｉｇｈ－１ｉ ）＝Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ），这说明 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）是单的 ＹＤＨ

模。反之，若 ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ不是单 ｋＣＳ３（ｇ）模，则存在０≠ｌ′∈ｋＣＳ３（ｇ）·ｌ使得 ｌｋＣＳ３（ｇ）·ｌ′。此时由上面的

证明知：Ｈ·（ｌ′ｇ）是 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）的 ＹＤＨ子模且 ｌｇＨ·（ｌ′ｇ）。这就证得了 Ｈ（Ｌ，ｌ，ｇ）不是单的
ＹＤＨ模。

定理 ２２ 设 Ｖ是Ｄ（Ｈ）单模，则 Ｖ必同构于Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３，Ｖ４，Ｖ５，Ｖ６中之一。

证明 由引理２１，２２及其注，可以通过单 Ｈ模Ｌ，求出 ＬＨ的所有单子余模 Ｎ，然后利用引理２４
对形如 Ｍ＝Ｈ·Ｎ的ＹＤＨ模验证其是否为单的ＹＤＨ模，从而确定全部单的ＹＤＨ模。

首先考虑Ｌ１Ｈ的单子余模，共有六个：Ｎｉ＝ｋ（ｗｘｉ），１≤ｉ≤６。由引理２４知，Ｈ·Ｎｉ＝Ｈ（Ｌ１，ｗ，ｘｉ）
都是单的ＹＤＨ模。直接验证可知

Ｈ·Ｎ１Ｖ１，Ｈ·Ｎ２＝Ｈ·Ｎ３＝Ｈ·Ｎ４Ｖ２，Ｈ·Ｎ５＝Ｈ·Ｎ６Ｖ３。

下面考虑Ｌ２Ｈ的单子余模，任取Ｌ２Ｈ的单子余模 Ｎ，则有 Ｎ＝ｋ（ｕｘｉ），其中０≠ｕ∈Ｌ２，１≤ｉ≤６。
利用引理２４验证，得到所有可能的单的ＹＤＨ模 Ｈ·Ｎ如下：

Ｈ·（ｕｘ１）Ｖ４，

Ｈ·（ｕ１ｘ２）＝Ｈ·（ｕ２ｘ３）＝Ｈ·（（ｕ１＋ｕ２）ｘ４）Ｖ２，

Ｈ·（（ｕ１＋αｕ２）ｘ５）＝Ｈ·（（αｕ１＋ｕ２）ｘ６）Ｖ５，

Ｈ·（（ｕ１＋α２ｕ２）ｘ５）＝Ｈ·（（α２ｕ１＋ｕ２）ｘ６）Ｖ６。
这就证得了定理２２。

３ Ｄ（ｋＳ３）的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ群的环结构

本节将给出 Ｄ（ｋＳ３）的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ群的环结构，也就是要具体地给出表达式

［Ｖｉ］［Ｖｊ］＝［ＶｉＶｊ］＝∑
１≤ｔ≤６

ｎｔ［Ｖｔ］，ｎｔ∈Ｎ，１≤ｉ，ｊ≤６。

２０ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４４卷



定理 ３１ Ｄ（ｋＳ３）的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ群 Ｇ０（Ｄ（ｋＳ３））是一个交换环，作为加法交换群 Ｇ０（Ｄ（ｋＳ３））有一组

Ｚ基｛［Ｖ１］，［Ｖ２］，［Ｖ３］，［Ｖ４］，［Ｖ５］，［Ｖ６］｝，其乘法结构由下述等式给出：
［Ｖ１］［Ｖｉ］＝［Ｖｉ］，１≤ｉ≤６；［Ｖ２］［Ｖ２］＝［Ｖ１］＋［Ｖ３］＋［Ｖ４］＋［Ｖ５］＋［Ｖ６］；
［Ｖ２］［Ｖ３］＝２［Ｖ２］；［Ｖ２］［Ｖ４］＝２［Ｖ２］；
［Ｖ２］［Ｖ５］＝２［Ｖ２］；［Ｖ２］［Ｖ６］＝２［Ｖ２］；
［Ｖ３］［Ｖ３］＝２［Ｖ１］＋［Ｖ３］；［Ｖ３］［Ｖ４］＝［Ｖ５］＋［Ｖ６］；
［Ｖ３］［Ｖ５］＝［Ｖ４］＋［Ｖ６］；［Ｖ３］［Ｖ６］＝［Ｖ４］＋［Ｖ５］；
［Ｖ４］［Ｖ４］＝２［Ｖ１］＋［Ｖ４］；［Ｖ４］［Ｖ５］＝［Ｖ３］＋［Ｖ６］；
［Ｖ４］［Ｖ６］＝［Ｖ３］＋［Ｖ５］；［Ｖ５］［Ｖ５］＝２［Ｖ１］＋［Ｖ５］；
［Ｖ５］［Ｖ６］＝［Ｖ３］＋［Ｖ４］；［Ｖ６］［Ｖ６］＝２［Ｖ１］＋［Ｖ６］。

证明 由于 Ｄ（ｋＳ３）是拟三角的Ｈｏｐｆ代数，所以ＶｉＶｊＶｊＶｉ，从而 Ｇ０（Ｄ（ｋＳ３））是一个交换环。因

为 Ｖ１是平凡 Ｄ（ｋＳ３）模，所以Ｖ１ＶｉＶｉ，从而［Ｖ１］［Ｖｉ］＝［Ｖ１Ｖｉ］＝［Ｖｉ］，１≤ｉ≤６。

设｛ｄ１，ｄ２，ｄ３｝是 Ｖ２的 ｋ基，使得相应的矩阵表示为ρ２，则｛ｖｉｊ＝ｄｉｄｊｉ，ｊ＝１，２，３｝是Ｖ２Ｖ２的 ｋ基。

直接验证可知Ｖ２Ｖ２有５个单子模：

ｋ（ｖ１１＋ｖ２２＋ｖ３３）Ｖ１，ｋ（ｖ２２＋ｖ３３）＋ｋ（ｖ１１＋ｖ３３）Ｖ４，ｋ（ｖ１３＋ｖ２１＋ｖ３２）＋ｋ（ｖ１２＋ｖ２３＋ｖ３１）Ｖ３，

ｋ（ｖ１３＋α２ｖ２１＋αｖ３２）＋ｋ（α２ｖ１２＋ｖ２３＋αｖ３１）Ｖ５，ｋ（ｖ１３＋αｖ２１＋α２ｖ３２）＋ｋ（αｖ１２＋ｖ２３＋α２ｖ３１）Ｖ６。

因此Ｖ２Ｖ２Ｖ１Ｖ３Ｖ４Ｖ５Ｖ６，故［Ｖ２］［Ｖ２］＝［Ｖ１］＋［Ｖ３］＋［Ｖ４］＋［Ｖ５］＋［Ｖ６］。

再设｛ｅ１，ｅ２｝是 Ｖ３的 ｋ基，使得相应的矩阵表示为ρ３，则｛ｕｉｊ＝ｄｉｅｊ｜１≤ｉ≤３，１≤ｊ≤２｝是Ｖ２Ｖ３的

ｋ基。直接验证可知 ｓｏｃ（Ｖ２Ｖ３）＝ｓｐａｎ｛ｕ２１＋ｕ３２，ｕ１２＋ｕ３１，ｕ１１＋ｕ２２｝Ｖ２，且（Ｖ２Ｖ３）／ｓｏｃ（Ｖ２Ｖ３）

Ｖ２。因此［Ｖ２］［Ｖ３］＝［Ｖ２Ｖ３］＝２［Ｖ２］。同理可证［Ｖ２］［Ｖ４］＝２［Ｖ２］，［Ｖ２］［Ｖ５］＝２［Ｖ２］，［Ｖ２］［Ｖ６］＝
２［Ｖ２］。

定理中其它等式可类似地证明（略）。
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