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两种硬边衍射光束计算模拟方法的比较
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　　摘　要 :　以平顶高斯光束通过多个硬边光阑 A B CD复杂光学系统的传输为例 ,分别用矩阵表示法和复

高斯函数展开法推导出其对应的解析公式 ,并通过大量数值计算对两种方法进行比较。研究表明 ,矩阵表示法

其解析公式形式简洁、规范 ,它在菲涅尔和夫琅禾费衍射区都很精确 ,但仅适用于圆对称光束和光学系统。复

高斯函数展开法其解析公式形式较为复杂 ,它在非常靠近光阑的菲涅尔衍射区的误差较大 ,但是它可适用于圆

对称和非圆对称光束和光学系统。两种方法与直接对 Collins公式积分比较都能节约大量机时。
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　　光束通过硬边光阑衍射的计算模拟是激光光学中一个重要的研究课题。对于硬边光阑 ,通常是直接从菲

涅耳衍射积分或 Collins公式[1 ]出发作数值积分。对含有多个硬边光阑的复杂光学系统光传输的计算模拟 ,实

际工作中遇到的主要困难是随着光阑数的增加计算机时也增加 ,以致在微机上计算不能进行。为此 ,需要发展

解析或近似解析的快速算法以提高计算效率并保证足够的计算精度。迄今 ,已提出了多种模拟方法 ,典型的包

括矩阵表示法[2 ]、复高斯函数展开法[3 ]和递推算法[4 ]等。其中矩阵表示法和复高斯函数展开法因其适用性较

强而尤其引起重视。矩阵表示法是根据光场分布在有限范围内并且具有圆对称性 ,将衍射积分公式写成有限

个贝塞尔函数之和 ,再将其表示成矩阵形式。目前 ,矩阵表示法仅限于研究圆对称光束通过多个软边光阑

A B CD复杂光学系统[5 ]和多个硬边光阑2自由空间[2 ]的传输问题 ,本文将矩阵表示法推广用于光束通过多个硬

边光阑 A B CD复杂光学系统。复高斯函数展开法用有限个复高斯函数之和来拟合硬边光阑窗函数。采用复

高斯展开法 ,对贝塞尔2高斯光束、厄米2高斯光束、平顶高斯光束 ( F GB) 、有振幅调制和相位畸变光束等通过含

有一个或多个硬边光阑 A B CD光学系统的传输公式都能写为近似解析的形式[ 6～9 ]。以平顶高斯光束通过多

个硬边光阑 A B CD复杂光学系统的传输为例 ,分别用矩阵表示法和复高斯函数展开法推导出其对应的近似解

析公式 ,并作了大量数值计算 ,对两种方法的计算精度和计算时间进行比较分析。

1　理论模型
　　图 1为含 m个硬边光阑的近轴复杂光学系统。硬边光阑的半宽依次为 a1 , a2 , ⋯, am ,相邻两光阑间的变

换矩阵为
A i B i

Ci D i

( i = 1 ,2 ,3 , ⋯, m) 。在柱坐标系下 ,设 z = 0处 F GB光束的场分布为

E0 ( r ,0) = exp -
( N + 1)

w2
0

r2

∑
N

n = 0

1
n !

( N + 1)
w2

0
r2

n
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Fig. 1　A complicated optical system wit h multiple hard2edged apertures

图 1　多光阑复杂光学系统
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式中 : N = 0 ,1 ,2 ,⋯为 F GB的阶数 ; w0 为 F GB的束腰宽度 ; r为径向坐标。

1 . 1　矩阵表示法

　　设 z = 0处光束的场分布为 E0 ( r , 0) 。由 Collins公式[1 ] ,光束通过变换矩阵为
A 1 B1

C1 D1

的光学系统 (光

阑半宽为 a1 )后场分布为

E1 ( r , z) =
- i k

2πB1
exp (i kz 1 )∫

a1

0
E0 ( r0 ,0) exp [ i k

2B1
( A 1 r2

0 + D1 r2 ) ]J 0 (
krr0

B1
) r0 d r0 (2)

　　利用 Hankel变换和贝塞尔函数的性质 ,可以将衍射积分公式写成有限个贝塞尔函数之和[2 ]。假设衍射

光场分布在有限范围内 ,则一定存在足够大的 R1 使得当 r≥R1 时 , E1 ( r , z)为零 ,即 R1 是 E1 ( r , z)不为零的径

向尺寸。则在 z处的场可表示为

E1 ( r , z) = ( - i2B1 / kR 2
1 ) exp (i kz 1 ) exp (i kr2 D1 / 2B1 ) ×

∑
∞

s = 1
E0 ( j sB 1 / kR 1 ,0) exp (i A 1 B1 j2

s / 2 kR 2
1 )

J 0 ( j s r/ R1 )

[J 1 ( j s) ]2 (3)

式中 : j s 是零阶贝塞尔函数 J 0 的所有正零点 , J 1 是一阶贝塞尔函数。对于 j s > k R1 a1 / B1 ,即 j sB 1 / k R1 > a1 ,有

E0 ( j sB 1 / k R1 ,0) = 0。j M1 + 1是第一个满足 j M1 + 1 > k R1 a1 / B1 条件的第一类零阶贝塞尔函数的零点 ,于是 (3)式

中的求和运算截断到 s = M1。

　　同样的方法可处理光束继续通过受光阑限制的
A i B i

Ci D i

光学系统 (光阑半宽为 ai )后的场分布。为了简

便起见 ,引入矩阵来描述光束的传输。令 j M i + 1是在第 i个光阑面处第一个满足 j M i + 1 > k R i a i / B i 条件的第一类

零阶贝塞尔函数的零点 , Ei 是有 M i 个元素的列阵 ,其矩阵元素为

ui , s = Ei- 1 ( j sB i / kR i , z i- 1 ) , 　　s = 1 ,2 , ⋯, M i (4)

V i 是有 M i + 1 ×M i 个元素的矩阵 ,其矩阵元素为

v i , st = ( - i2B i / kR 2
i ) exp (i kz i ) exp (i j2

t B 2
i+1 D i / 2 kB i R

2
i+1 ) exp (i j2

s A i B i / 2 kR 2
i ) ×

J 0 ( j s j t B i+1 / kR i R i+1 ) [J 1 ( j s) ] - 2 , 　1 ≤s ≤M i 　　1 ≤ t ≤M i+1 (5)

式中 : z i 是第 i 个和第 i + 1个光阑之间的距离。

　　于是 Ei = V i ×Ei - 1。光束通过受光阑限制的
A m B m

Cm D m

光学系统 (光阑半宽为 am )后 ,其场分布为 (求和截

断到 s = M m )

Em = Vm ×Vm- 1 ×⋯×V1 ×E0 (6)

1 . 2　复高斯函数展开

　　半宽为 a的硬边光阑的窗口函数为

T ( r) =
1 , 　　| r | ≤a

0 , 　　| r | > a
(7)

将 (2)式表示的矩孔函数展为复高斯函数之和[ 3 ]

T ( r) = ∑
M

j = 1
Fj exp -

Gj r2

a2 (8)

式中 : Fj 和 G j分别为展开系数和复高斯函数系数。当 M = 10时 , Fj 和 G j 取值见文献[ 3 ]中表 1。

　　将 (1)和 (8)式代入 (2)式 ,并利用积分公式

∫
∞

0
exp ( - βt) tnJ 0 (2α

1
2 t

1
2 ) d t = n !β- ( n+1) exp ( -

α
β

) L n (
α
β

) (9)

可得到 F GB通过变换矩阵为
A 1 B1

C1 D1

的光学系统 (光阑半宽为 a1 )后的传输公式为

E1 ( r , z) =
i k

2B1
exp -

i kD 1

2B1
+

k2

4B2
1 P1

r2 ∑
N

n = 0

N + 1
w0

2 n

∑
M

j 1 = 1
Fj1 P- ( n+1)

1 L n
Q1 k2

4B2
1 P1

r2 (10)
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表 1　两种方法的计算误差和计算时间的比较

Table 1　Comparison of calculation accuracy and time of the t wo methods

z′/ m 2 0. 3 0. 1 0. 06

relative maximum error/ %
matrix representation 0. 7 1. 7 1. 3 1. 1

complex Gaussian function expansion 0. 8 1. 4 5. 8 41. 0

ratio of computational time
matrix representation 1∶200 1∶220 1∶240 1∶260

complex Gaussian function expansion 1∶30 1∶140 1∶500 1∶800

式中 P1 =
Gj1

a2
1

+
N + 1

w2
0

+
i kA 1

2B1
, 　　Q1 = 1 (11)

　　利用 Collins公式和积分公式

∫
∞

0
xy 1/ 2 exp -

Px 2

2
L n

Qx 2

2
J 0 ( xy ) d x =

y1/ 2 ( P - Q) n

P n+1 exp -
y2

2 P
L n

Qy 2

2 P( Q - P)
(12)

　　得到 (10)式表征的光束通过受光阑限制的
A 2 B2

C2 D2

(光阑半宽为 a2 )光学系统后的传输公式为

E2 ( r , z) =
(i k) 2

2B1 B2 ∑
N

n = 0

N + 1
w0

2 n

∑
M

j 1 = 1
Fj1 ∑

M

j 2 = 1
Fj2 P- ( n+1)

1
( P2 - Q2 ) n

P n+1
2
×
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i kD2

2B2
+

k2

2B2
2 P2

r2 L n
k2 Q2

2B2
2 P2 ( Q1 - P2 )

r2 (13)

式中

P2 =
2 Gj2

a2
2

+
i kD1

B1
+

k2

2B2
1 P1

+
i kA 2

B2
, 　Q2 =

k2

2B2
1 P1

(14)

　　依此类推 ,得到 F GB通过 m个受光阑限制的
A m B m

Cm D m

硬边光阑光学系统 (光阑半宽为 am )传输的计算

公式为

Em ( r , z) =
(i k) m

2B1 B2 ⋯B m ∑
N

n = 0

N + 1
w0

2 n

∑
M

j 1 = 1
Fj1 ∑

M

j 2 = 1
Fj2 ⋯∑

M

j m = 1
Fjm
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1

( P2 - Q2 ) n

P n+1
2
⋯

( Pm - Qm ) n

P n+1
m
×

exp -
i kD m

2B m
+

k2

2B2
m P m

r2 L n
k2 Qm

2B2
m P m ( Qm - Pm )

r2 (15)

式中

Pm =
2 Gj m

a2
m

+
i kD m- 1

B m- 1
+

k2

B2
m- 1 Pm- 1

+
i kA m

B m
, 　Qm =

k2 Qm- 1

B2
m P m ( Qm- 1 - Pm )

(16)

(15)式中系数 Pm 和 Q m ,当 m = 1 ,2时分别由 (11)和 (14)式给出 , m≥3时由 (16)式给出。

Fig. 2　A t hree2aperture lens optical system

图 2　三光阑2透镜系统

2　数值计算与分析
　　以图 2所示的三光阑2透镜系统为例进行数值计
算 ,取λ= 1. 06μm , w0 = 1 mm ,各透镜焦距 f 均为 2

m ,透镜间的间距均为 2 m ,3个光阑的半宽依次为 a1

= 1 mm , a2 = 1. 2 mm和 a3 = 0. 8 mm ,F GB的阶数 N

= 4。图 3 为 F GB 通过该三光阑2透镜系统后在不同
位置处的横向光强分布 ,其中实线为矩阵表示法和复

高斯展开法计算的结果 ,小黑点为直接对 Collins公式

积分的结果。图 4为与图 3对应的矩阵表示法和复高

斯展开法计算结果与直接对 Collins公式积分结果的

相对误差曲线 ,其中δ( r , z′)为光强的绝对误差 , Imax为

直接对 Collins公式积分所得结果的最大值。
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　　图 3和图 4表明 ,在夫琅和费衍射区 ( z′= f = 2 m) ,矩阵表示法和复高斯展开法计算结果与直接对 Col

lins公式积分结果都符合得甚好 (图3 (a1)和 (a2) ) ,最大相对误差都不超过0 . 8 % (图4 (a1)和 (a2) ) 。在菲涅
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Fig. 3　Transversal intensity dist ribution of an F GB passing t hrough t he t hree2aperture lens system shown in Fig. 2

图 3　F GB通过图 2所示三光阑2透镜系统的横向光强分布

耳衍射区 ,当考察面离光阑的距离 z′= 0. 3 m时 ,两种快速计算法也很精确 (图 3 ( b1)和 ( b2) ) ,最大相对误差

分别为 1. 7 %和 1. 4 %(图 4 (b1)和 (b2) ) 。但随着考察面进一步靠近光阑 , z′= 0. 1 m时 ,矩阵表示法计算的结

果仍非常精确 (图3 (c1) ) ,最大相对误差为1. 3 %(图4 (c1) ) ,而复高斯展开法计算结果的误差增大 (图3 (c2) ) ,
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Fig. 4　Calculation errors corresponding to Fig. 3

图 4　对应于图 3的计算误差

最大相对误差为 5. 8 %(图 4 (c2) ) 。当 z′= 0. 06 m时 ,矩阵表示法计算结果与直接对 Collins公式积分结果

仍然符合得的很好 (图 3 (d1) ) ,最大相对误差为 1. 1 %(图 4 (d1) ) ,而复高斯展开法与直接对 Collins公式积分

结果相差甚远 (图 3 (d2) ) ,最大相对误差高达 41. 0 %(图 4 (d2) ) 。

　　表 1为与图 3对应的矩阵表示法与复高斯展开法的计算误差和计算时间的比较 ,其比较标准为直接对

Collins公式积分的结果。由表 1可知 ,随着 z′的减小 (考察面逐渐靠近光阑) ,矩阵表示法对应的最大相对误

差均小于 2 % ,机时比缓慢减少 ,当 z′= 0. 06 m时 ,机时比为 1∶260。随着 z′的减小 ,复高斯展开法对应的最

大相对误差增大 ,机时比迅速减少 ,当 z′= 0. 06 m时 ,机时比为 1∶800 ,但误差太大 ,所用机时虽少 ,但这时复

高斯展开法已不能描述光束的传输。

3　结　论
　　本文将矩阵表示法推广用于研究光束通过多个硬边光阑 A B CD复杂光学系统的传输。分别用矩阵表示

法和复高斯函数展开法推导出了 F GB通过多个硬边光阑 A B CD复杂光学系统的传输的近似解析公式 ,并通

过大量数值计算对两种方法作了比较分析。两者的区别主要表现在 4个方面。(1) 计算精度。矩阵表示法在

菲涅耳衍射区和夫琅和费衍射区均有很高的精度 ,但其计算精度与 R i ( i = 1 ,2 , ⋯)选取有关 , R i 的选取与光束

的衍射发散程度有关 ,对多光阑光学系统 ,衍射光束在不同位置光阑处的发散情况不同。一般 R i 取为光束扩

展尺寸的 10倍左右。复高斯函数展开法除在非常靠近光阑的近场处外 ,一般能够保证计算精度。当考察面距

光阑非常近时 ,复高斯展开法失效。其计算误差是因为用有限个复高斯函数之和不能完全拟合硬边窗口函数
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引起的。(2) 计算时间。与直接对 Collins公式积分计算相比 ,两种算法均能节约大量机时。矩阵表示法对应

的机时比随着考察面逐渐靠近光阑的变化不大 ,而复高斯展开法对应的机时比随着考察面逐渐靠近光阑而迅

速减少 ,但同时计算精度降低。(3) 适用范围。矩阵表示法仅适用于圆对称光束和光学系统 ,而复高斯展开法

可适用于非圆对称光束和光学系统。对常见光束 ,使用复高斯函数展开法都能得到近似解析传输公式。(4)

解析公式的简洁性。矩阵表示法其解析公式形式简洁、规范 ,而用复高斯函数展开法得到解析传输公式形式较

为复杂。本文所用方法仍适用于其它种类的光束 ,在实际模拟计算中可根据不同情况选择不同的算法进行计

算。例如 ,当考察面距光阑非常近 ,且光束和光学系统具有圆对称性时 ,应采用矩阵表示法 ;当光束或光学系统

为非轴对称时 ,应采用复高斯函数展开法。
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Comparison of t wo numerical simulation methods for
hard2edged diffracted beams

J I Xiao2ling1 ,　L IU Ya2jing1 ,　L Β Bai2da2

(1. Col lege of Elect ronic Engineering , S ichuan N ormal Universit y , Cheng du 610066 , China;

2. I nsti tute of Physics and Chemist ry , S ichuan Universit y , Cheng du , 610064 China)

　　Abstract :　By using the methods of matrix representation and complex Gaussian function expansion , the recurrence propaga2
tion formulae of a flattened Gaussian beam through multi - apertured optical A B CD systems are derived. Numerical examples are

given to compare the two numerical simulation methods. It is shown that the form of matrix formulae is simple , and the matrix

formulation is the applicable to the Fraunhofer and Fresnel regions. However , this method is suited only to circularly symmetric

optical beams and systems. On the other hand , the form of formulae derived by the method of complex Gaussian function expan2
sion is complex , and it s calculation errors become noticeable in the near Fresnel region closer to the aperture. But this method is

suited to both circularly symmetric and circularly un2symmetric optical beams and systems. In addition , both methods reduce the

computational time greatly in comparison with the direct integration of the Collins formula.

　　Key words :　Hard2edged diff racted beam ; 　Propagation equation ;　Matrix representation ;　Complex Gaussian function ex2
pansion
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