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研究论文 采用二阶导数阵作为正则化的电容成像

图像重建算法

江　鹏，彭黎辉，萧德云

（清华大学自动化系，北京１０００８４）

摘要：Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是解决病态逆问题的常用方法，正则化项的引入能改善问题的病态性。利用Ｌａｐｌａｃｅ

算子对正则化项中所包含的图像信息进行锐化处理，可提高电容成像图像重建的质量。仿真结果表明，相对于

标准形式的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法，采用正则算子为二阶导数算子的正则化方法图像重建结果边缘及轮廓清晰，

对于各种设定流型均具有良好的适应能力，且图像重建结果对初始设定解不敏感，图像重建结果质量更高。
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引　言

电容成像 （ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｃａｐａｃｉｔａｎｃｅｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，

ＥＣＴ）技术是近十几年来飞速发展的一种新型测

量技术，作为过程层析成像技术的典型代表，由于

其具有非侵入、简单、快速、廉价等特点，正受到

越来越广泛的应用［１３］。现有的ＥＣＴ图像重建算

法［４５］主要包括迭代算法和非迭代算法两大类。前

者具有较好的图像重建结果，但计算量大，主要用

　　犚犲犮犲犻狏犲犱犱犪狋犲：２００７－０４－０９．

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犪狌狋犺狅狉：ＰＥＮＧ Ｌｉｈｕｉ．犈－犿犪犻犾：ｌｉｈｕｉｐｅｎｇ＠

ｍａｉｌ．ｔｓｉｎｇｈｕａ．ｅｄｕ．ｃｎ

犉狅狌狀犱犪狋犻狅狀犻狋犲犿：ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ

ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（６０５３２０２０，６０２０４００３）．

　

于离线分析，包括迭代 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ算法、Ｌａｎｄ

ｗｅｂｅｒ迭代
［６］、ＡＲＴ和ＳＩＲＴ算法

［７］等；后者重建

质量相对粗糙，但计算量小，主要用于在线 （实



时）测量，包括线性反投影 （ＬＢＰ）算法
［８］、ＳＶＤ

分解、Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法
［９］、基于窗函数的正

则化方法［１０１１］等，其中，目前应用最广泛的是

ＬＢＰ算法。本文主要针对非迭代的正则化方法进

行研究。

ＥＣＴ 图 像 重 建 问 题 属 于 病 态 逆 问 题。

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是解决病态逆问题的常用方

法，其中正则化项可以看作是引入对目标问题的约

束，标准Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是对图像能量进行

约束。本文通过引入二阶Ｌａｐｌａｃｅ算子作为正则算

子，对图像凸度进行约束，从而提高ＥＣＴ图像重

建的质量。

１　ＥＣＴ图像重建基本原理

电容层析成像系统的基本结构如图１所示，在

需要测量的管道周围安装电容传感器 （通常由８个

或１２个电极组成），通过测量电容传感器不同电极

组合之间的电容值，根据某种算法重建出管道内部

的介质分布。

图１　ＥＣＴ系统结构图

Ｆｉｇ．１　ＥＣＴｓｙｓｔｅｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
　

电容层析成像系统的数学模型可以简化为

λ＝犛犵 （１）

式中　λ为犿×１维的归一化测量电容值；犛为

犿×狀维归一化的敏感场矩阵；犵为狀×１维归一化

的介质分布，即像素灰度级。图像重建算法的目的

是通过求解式 （１）来获得管道内部的介质分布犵。

２　基于不同正则算子的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正

则化算法

　　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是解决病态问题的重要

手段，也是ＥＣＴ系统图像重建的重要方法之一
［４］。

利用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法求解式 （３）的一般形

式可表示为［１２］

犵^＝ａｒｇｍｉｎ 犛犵－λ
２
＋μ 犔 犵－犵

∞（ ）｛ ｝２ （２）

式中　正则化项 犔犵－犵
∞（ ）２可以看作是引入了

对图像灰度值犵的约束，犵∞是假定的介质分布；μ
为正则化参数；犔为离散化后与正则算子对应的

矩阵。

在Ｔｉｋｈｏｎｏｖ方法中通常选取犔为单位阵，即

犔＝犐，此时，正则化项可简化为 犵－犵∞
２，犔还

可选择为一阶、二阶算子等高通滤波算子［１３］。

Ｌａｐｌａｃｅ算子是一种常用的二阶导数算子，Ｌａ

ｐｌａｃｅ算子是各向同性的微分算子，对一个连续函

数犳狓，（ ）狔 ，它在位置 狓，（ ）狔 的Ｌａｐｌａｃｉａｎ值定义

如下


２
犳＝


２
犳

狓
２ ＋

２
犳

狔
２

（３）

对图像的每个像素，Ｌａｐｌａｃｅ算子取它关于狓轴方

向和狔轴方向的二阶差算之和


２
犳犻，（ ）犼 ＝ 狓

２
犳犻，（ ）犼 ＋狔

２
犳犻，（ ）犼 ＝

犳犻＋１，（ ）犼 ＋犳犻－１，（ ）犼 ＋犳犻，犼＋（ ）１ ＋犳犻，犼－（ ）１

（４）

Ｌａｐｌａｃｅ算子可借助各种模板实现。这里对模板的

基本要求是对应中心像素的系数应是正的，而对应

中心像素邻近像素的系数应是负的，且它们的和应

该是零。常用的两种模板分别见图２ （ａ）、 （ｂ），

它们均满足上面的条件［１４］。为方便描述，分别称

图２ （ａ）、（ｂ）为四连通域模板和八连通域模板。

　

图２　Ｌａｐｌａｃｅ算子的模板

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｌｔｅｒｍａｓｋｕｓｅｄｔｏｉｍｐｌｅｍｅｎｔ

ｄｉｇｉｔａｌＬａｐｌａｃｉａｎ
　

Ｌａｐｌａｃｅ算子就是图像锐化中最简单也最常用
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的方法。图像锐化处理的目的是为了使图像的边

缘、轮廓线以及图像的细节变得清晰，平滑的图像

变得模糊的根本原因是因为图像受到了平均或积分

运算，因此可以对其进行逆运算 （如微分运算）就

可以使图像变得清晰。在ＥＣＴ图像重建问题中，

利用二阶Ｌａｐｌａｃｅ算子对正则化项中包含的图像信

息进行锐化处理，从而提高图像重建质量。

此外，正则矩阵犔 还可取为不同导数阵的

组合

犔（）犵 ＝α０ 犵－犵
∞ ２

＋∑
狇

犽＝１

α犽 犔犽 犵－犵
∞（ ）２ （５）

式中　犔犽为第犽个导数阵，α犽为非负常数。

对于求解式 （２）相当于求解式 （６）

（犛Ｔ犛＋μ犔
Ｔ犔）犵＝μ犔

Ｔ犔犵
∞ ＋犛

Ｔ
λ （６）

其中，根据不同的模板，犔可取为犔４（）犵 和犔８（）犵

以及它们的加权组合。

３　仿真结果

针对上述提出的算法，为验证其有效性，对其

进行了数值仿真，并同犔＝犐时的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则

化 方 法 的 重 建 结 果 进 行 比 较，仿 真 计 算 在

ＰｅｎｔｉｕｍＴＭ Ⅲ ５５０ ＭＨｚ、１９２Ｍ 内 存 计 算 机 的

Ｍａｔｌａｂ平台上完成，ＥＣＴ硬件平台系统为８电极

ＥＣＴ系统，成像像素３２×３２。假定成像过程中敏

感场犛不变。取犵∞为ＬＢＰ成像结果。

为评价算法，给出两个判据，相对图像误差和

设定流型与重建图像间的相关系数

ｅｒｒｏｒ＝
犵^－犵

犵

（７）

狉＝
∑
狀

犻＝１

犵^犻－犵（ ）^犵犻－（ ）犵

∑
狀

犻＝１

犵^犻－犵（ ）^２∑
狀

犻＝１

犵犻－（ ）犵槡
２

（８）

其中，犵为原始流型的介质分布，犵^为重建结果的

介质分布，犵和犵^分别为犵和犵^的平均值
［１５］。

本节分别采用６种常见流型分布作为实验对

象，如表１所示。其中，第１种流型为中心圆，直

径为０．３ （设方形成像区域边长为１，下同），第２

种流型为半管流，第３种流型为层流，第４种流型

为半管流和右下角为边长为０．２５的方形，第５种

流型为两个边长为０．２５的方形，第６种为４个边

长为０．２５的方形。分别采用犔＝犐，犔为四连通

表１　图像重建的仿真结果

犜犪犫犾犲１　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊犫犪狊犲犱狅狀狊狋犪狀犱犪狉犱犜犻犽犺狅狀狅狏犪狀犱犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊犲犮狅狀犱狅狉犱犲狉犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲犿犪狋狉犻狓

Ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ

ｏｒｉｇｉｎａｌ

ｐｈａｎｔｏｍｓ

犔＝犐

犔＝犔４

犔＝犔８

犔＝
１

２
犔８＋犔（ ）［ ］４
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表２　图像重建的评价指标 （基于表１仿真结果）

犜犪犫犾犲２　犚犲犾犪狋犻狏犲犻犿犪犵犲犲狉狉狅狉狊犪狀犱犮狅狉狉犲犾犪狋犲犱犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋犮狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵狋狅狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊狊犺狅狑狀犻狀犜犪犫犾犲１

Ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ Ｉｔｅｍ Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ

犔＝犐 ｅｒｒｏｒ ０．４０７３ ０．２１４９ ０．３３５８ ０．３１４１ ０．５９８０ ０．６５２５

狉 ０．９１５６ ０．９５３３ ０．８９２１ ０．８７７７ ０．８１６３ ０．７４４９

μ ０．００００００１ ０．００２８ ０．００４ ０．００１３ ０．００００１４ ０．００００７

犔＝犔４ ｅｒｒｏｒ ０．４００９ ０．１９０３ ０．３８８２ ０．２６８５ ０．６０１８ ０．６２７７

狉 ０．９１９４ ０．９６４８ ０．８５８２ ０．９１４５ ０．８０２９ ０．７６２７

μ ０．００００００１ ０．０５８ ０．０００２ ０．０４５ ０．００５５ ０．００１８

犔＝犔８ ｅｒｒｏｒ ０．４０５６ ０．１９１９ ０．３８５３ ０．２７００ ０．６１３０ ０．６２６１

狉 ０．９１８２ ０．９６４２ ０．８６０１ ０．９１３６ ０．７９６４ ０．７６０５

μ ０．００００００１ ０．００６８ ０．００００２ ０．００５ ０．０００７ ０．０００２

犔＝
１

２
犔８＋犔（ ）４ ｅｒｒｏｒ ０．４０４１ ０．１９１５ ０．３８６３ ０．２６９５ ０．６０９７ ０．６２６６

狉 ０．９１８６ ０．９６４４ ０．８５９６ ０．９１３９ ０．７９７９ ０．７６２０

μ ０．００００００１ ０．０１６ ０．００００５ ０．０１２ ０．００１４ ０．０００５

表３　图像重建的评价指标

犜犪犫犾犲３　犚犲犾犪狋犻狏犲犻犿犪犵犲犲狉狉狅狉狊犫犪狊犲犱狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻狀犻狋犻犪犾狊狅犾狌狋犻狅狀狊

犵∞ Ｉｔｅｍ Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ

ｂａｓｅｄｏｎＬＢＰ ｅｒｒｏｒ ０．４０５６ ０．１９１９ ０．３８５３ ０．２７００ ０．６１３０ ０．６２６１

μ ０．００００００１ ０．００６８ ０．００００２ ０．００５ ０．０００７ ０．０００２

０ ｅｒｒｏｒ ０．４０９８ ０．２１２１ ０．３８４５ ２７９４ ０．６１５８ ０．６３６５

μ ０．００００００１ ０．００５５ ０．００００２ ０．００５ ０．０００７ ０．０００２

域、八连通域模板及犔＝
１

２
犔８＋犔（ ）４ （称为加权模

板）４种正则化方法进行图像重建，考察重建方法

的效果，选取的正则参数使重建结果的相对图像误

差达到最小。

表１是分别采用犔＝犐以及３种二阶导数阵作

为正则矩阵的正则化方法进行图像重建的结果，从

表中可以看出，相对于标准形式的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则

化方法，采用正则矩阵为二阶导数阵的正则化方

法，图像重建结果边缘及轮廓清晰，起到了图像锐

化的效果。从图像重建结果来看，采用正则矩阵为

二阶导数阵的正则化方法对于各种设定流型均具有

良好的适应能力，图像重建结果质量更高。

表２根据式 （７）、式 （８）给出了图像重建的

评价指标，图像误差和相关系数均定量地验证了前

面的图像重建结果。从评价指标可以看出，除第３

种流型外，利用二阶导数阵作为正则矩阵的正则化

方法相比标准形式的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法均得到

了相当或更好的图像重建结果，特别是在第２、４

种流型分布下图像重建结果有明显改善。采用八连

通域模板的正则化方法取得最佳重建图像时的正则

化参数均小于采用四连通域模板的正则化方法，采

用加权模板的正则化方法在各种流型下得到的图像

误差和相关系数均介于采用四连通域模板和八连通

域模板的正则化方法之间，取得最佳重建图像的正

则化参数也介于二者之间。

在利用二阶导数阵作为正则矩阵的正则化方法

中，图像重建结果对于初始设定解犵∞的敏感程度

并不大，表３中列出了正则算子取八连通域算子

时，初始设定解犵∞分别取ＬＢＰ成像结果和０时的

图像误差。

表３的仿真结果说明初始设定解犵
∞ 分别取

ＬＢＰ成像结果和０时的图像误差相差并不大，利

用二阶导数阵作为正则矩阵的正则化方法并不依赖

于初始设定解，使得该算法在求解过程中不必先行

求解ＬＢＰ成像结果。

４　结　论

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法是解决病态逆问题的常

用方法，其中，正则化项可以看作是包含了问题的

先验信息，它的引入，能改善问题的病态性，而通

过选取不同的正则矩阵可以改变正则项所包含的先

验信息，将二阶导数阵作为正则矩阵引入到ＥＣＴ

图像重建中来，利用微分算子对正则化项中包含的
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图像信息进行锐化处理，可提高ＥＣＴ图像重建的

质量。

仿真实验表明，采用正则矩阵为二阶导数阵的

正则化方法，相对于标准形式的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化

方法，图像重建结果边缘及轮廓清晰，起到了图像

锐化的效果。从图像重建结果来看，采用正则矩阵

为二阶导数阵的正则化方法对于各种设定流型均具

有良好的适应能力，图像重建结果质量更高；在利

用二阶导数阵作为正则矩阵的正则化方法中，图像

重建结果对于初始设定解的敏感程度并不大。
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