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, ����������� ��� , ��� ��� ���� �!�"�#�$�%�#�&�' ����(�)�*+�, %.-0/�� : 1 )�2 �� �!�"�3�4 ( 5�6�7�3�4 ), 8�9 )�2�:�( ����#��� �!�";3;4 (5;6;�;�;3;4 ), 7;3;4;<;�;�;3;4 (;=;>;?;@;A;B #;C;D ,
?;E;F;);2 3;4;#;G;#;H;IJLKNM #�O F�P�Q�)�2 3�4�#�G *RTSTU VTWTXTYTZ\[^]

6 P;_a` 7;3;4;<;�;�;3;4 = #;C;D , b;c;d;e;f �;g 4ahi#;�; ;!;";3;4;#;�;�3�4 *j
1. k�l�m�n�o���#�p�q.r A s B s C t�u�v�q�w�x , y 4–1 O F�P�z u�v�q�o�{�#| l;x;};s�~;�;x;�;� 1 };�;�;p;q;�;�;{;9;# z u | l;x;� * 3;�;�;v;�;�;�;p;q;�p�q�x������ ? �

4–1���������� D E F ��� ���
A 1 1/2 2 6

B 1 1/2 1 3

C 1 1/4 1 2

1 ��� ������� 20 6 10�
xj = ����p�q.h0� j u�v�q�#�{�  , j = A, B, C,¡�¢ 2 3�4�#��� �!�"�£�¤��

min z = 6xA + 3xB + 2XC (4.1)¥�¦ 





















xA + xB + xC ≥ 20,
1

2
xA + 1

2
xB + 1

4
xC ≥ 6,

2xA + xB + xC ≥ 10,

xj ≥ 0, � )�B j.

(4.2)

§ �;¨ 9 );2 p;q;© , �;ª;{;9 ¢ t;u | l;x;� z 1 ~;�;# | l;« *N¬;;®;¯ l;mn;�;�;�;p;q;#;% E , °;± ? �;² | l;«;#;³;´;I , 1;« D s E s F
| l;«;#;³;´;�;µ;¶6 q1 s q2 s q3

* l�m�n�·�¸ 1 ~���#�v�q A, ¹�º�»�� ¢ 3 u | l�«���µ�·�¸ 1,1/2,2 «�¼¼ * °�±�p�q�©�¶ | l�«�#�³�´�I , ����9 :






















q1 + 1

2
q2 + 2q3 ≤ 6,

q1 + 1

2
q2 + q3 ≤ 3,

q1 + 1

4
q2 + q3 ≤ 2,

qi ≥ 0, i = 1, 2, 3

(4.3)

½ ¡ l¾m¾n¾¿¾ÀÂÁÃµ¾Ä¾¸�Å�v¾q�Æ¾Ç�Å | l�« *ÉÈ�Ê (1.3) ¿¾�¾p¾q¾©¾Ë¾¶ | l¾«¾Ì³�I�#��� �!�"�£�¤�#�Í�Î�Ï�Ð ��Ñ;*¾ÒNÓ;Ô�Õ ��% E ¹�º;» 1 }�����p�q�# | l�«�#
1
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Ì�³���ã , ä

max w = 20q1 + 6q2 + 10q3. (4.4)

�� �!�"�3�4 (1.1) s (1.2) <��� �!�"�3�4 (1.3)s (1.4)
(�= 9 @�A�B #�C�D , ����å¢�æ 2 3�4���ç�G�# ÒNÓ�Ô�Õ�è ¹�H ( é�ê æ 2 3�4�ë E # ÒNÓ ,

��ì�í å�Ç�î � G ¢ )ï
)
*
�� �!�"�3�4 (1.3) < (1.4) ¿���7�3�4 ( �� �!�"�3�4 (1.1) < (1.2)) #�����3�4 *����å , ��1 )�2 �� �!�"�3�4�8�ð�ñ @�Q�)�2 �� �!�"�3�4 , 5�6óò�ô�õ�ö * 7�÷�#�� �!�"�3�4�5�6ùø�ú�õ�ö ( û�ø�õ�ö )

*üè�ý�_.` #�� , þ�Ç�����1 )�2 �� �!�"�3�4 ( ä��� )�2 ����3�4 ) #�����3�4�8�ÿ�����å ��g 4 )���ì�í�������� å�����G�� *R
	TU �
�TVTWTX\Y\Z���
� s�����ò�ô�õ�ö��������� �� �!�"�3�4 (1.1) s (1.2) <��� �!�"�3�4 (1.3) s (1.4), Ç�î�� § 7�3�4�<����3�4 (�= # )�� C�D *)����

. ����7�3�4�6���f��� �#��� �!�"�3�4 :

max z = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn¥�¦ 

































a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≤ b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≤ bm

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n

(4.5)

¡�!�" ��f�! ¡�#�$�% #�����3�4 :

(
)

) sN7;3;4;<;�;�;3;4;#;Ë'&'(; ;#')+*;Ç H , �',;� qi y'-;�;�;3;4;#;Ë'&'(  ;

( . ) sN�'�;7;3;4;# Ò Ó;Ô;Õ � “max” ¤ ,
¡ + Í;Î;Ï;Ð �;Ñ �;�;� “≤” �' * ±I�����3�4�# ÒNÓ�Ô�Õ � “min” ¤ ,

+ Í�Î�Ï�Ð ��Ñ�/ � “≥ ” �� *�0�(�1�Ê�* ¢ ¿��_
,
? #�$ ����3�4 (�2 , 7�3�4�#�Í�Î ��Ñ h0#�Ç�¼�3�����4.Á )�5 Æ�6 : ë ELÒNÓ�ÔÕ ��ã�7�����¹���� ;

( t ) s�����3�4�# ÒNÓ�Ô�Õ #�D Õ ��7�3�4�Í�Î�Ï�Ð ��Ñ #�8�9�# è bi;

( : ) s�����3�4�#�D Õ�;�< 6�7�3�4�#�D Õ�;�< #�=�> ;�< ;

( ? ) sü����3�4�#�Í�Î�Ï�Ð ��Ñ #�8�9 è ��7�3�4 ÒNÓ�Ô�Õ h0Ë�&�(� �#�D Õ cj ; @? #'$ �;�;3;4 ('2 , A;7;3;4;#'B'C'(; '7'D'E'(; ;# cj Ç;6 0,
¡'F'%'G x;�;�'(  *

é�ê���å�! ¡ , 7�3�4 (1.5) #�����3�4�� :

min w = b1q1 + b2q2 + . . . + bmqm
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¥�¦ 

































a11q1 + a21q2 + . . . + am1qm ≥ c1

a12q1 + a22q2 + . . . + am2qm ≥ c2

. . .

a1nq1 + a2nq2 + . . . + amnqm ≥ cn

qj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , m

(4.6)

����H�7�3�4�<�����3�4�I ?�)�2 y.h ,
% �(�= #�C�D�¿�J���K�L ,

��M Á G ��73�4 ,
��N Á G ������3�4 *

xj

x1 x2 . . . xn 7�O�Í�Î min w

qi

q1 a11 a12 . . . a1n ≤ b1

q2 a21 a22 . . . a2n ≤ b2

...
...

...
...

...
...

...

qm am1 am2 . . . amn ≤ bm����Í�Î ≥ ≥ . . . ≥

max z c1 c2 . . . cn

H�y.h0# Õ aij #�1 )�P�: xj ����#�Q�R�÷�¹���S�Ç�ã�» ¢ )�P�T�U # Õ bi V ¿��7¾3¾4¾# )¾2 Í¾Î¾Ï¾ÐXW �XS )XP # cj

:
xj �¾�¾#XQXR¾÷¾¹X�¾¿¾�¾7¾3¾4¾# Ò�Ó¾Ô¾Õ¾*Y�Z � V H Õ aij #�1 ) I : qi ����#�Q�R�÷�¹���S�Ç���» cj V ¿�������7�3�4�# )�2Í¾Î¾Ï¾ÐXW �XS ) I¾# bi

:
qi �¾�¾#XQXR¾÷¾¹X�¾¿¾�¾�¾��7�3¾4�# ÒNÓ¾Ô�Õ 6 P�[¾���\

,
J ÿ F 7�3�4�]�x�f�I��� :

max z = CX ;¥�¦ {

AX ≤ b,

X ≥ 0.
(4.7)

 (1.7) #�����3�4�� :

min w = Qb;¥�¦ {

QA ≥ C,

Q ≥ 0.
(4.8)

7
min w = bT QT ;¥�¦ {

AT QT ≥ CT ,

Q ≥ 0.

+ h Q = (q1, q1, . . . , qm).

^ s�ø�õ�ö�_�`�a�b�c�������d�e
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#�$ ����3�4 (�2 , ������7�3�4�f P Ä � , � (�g � 2�h % E :

(
)

) siA¾7¾3¾4¾� E Ò�Ó¾Ô�Õ �¾ã , Æ¾Í¾Î¾Ï¾Ð �¾Ñ 6 “ ≥ ” �X ,
¡XFXj Í¾Î¾Ï¾Ð �Ñ æ 9�Q�� −1, H�Í�Î�Ï�Ð�(�x “ ≤ ” �� * A�7�3�4�� ELÒNÓ�Ô�Õ ��� , Æ�Í�Î�Ï�Ð �Ñ 6 “ ≤ ” �� ,

¡�k H � #�Ä ��*
( . ) sü7�3�4�#�1 )�2 Í�Î�Ï�Ð ��Ñ ��������3�4�# )�2 Ë�&�(�  qi

* ����� i
2 ÍÎ�Ï�Ð�6�Ç�¼� V ¡�l ¶ qi ≥ 0; ��Í�Î�Ï�Ð ��Ñ � “=”

¢ u��� , 9 æ u�Ä ����m :

1.
F ¼� �Í�Î�Ï�Ð�(�6 “ ≥ ” < “ ≤ ”

æ 2 Í�Î�Ï�Ð ��Ñ , n ! (
)

) Ä � ;

2. 7�3�4�� i
2 Í�Î�Ï�Ð�� “ = ” �� , Ç���( M , ����3�4�#�Ë�&�(�  qi 6 K r�(  ;

( t ) s�7;3;4;#;1 2 Ë'&'(;  xj <;�;�;#;D Õ IaÁi  Pj = (a1j , a2j , . . . , amj), �;�����3�4�# )�2 Í�Î�Ï;Ð * �'� xj ≥ 0 V ¡ ����#�����3�4�# P Í�Î;6;Ç�¼' 'W��'� xj6 K r�(�  V ¡ ����#�����3�4�#�Í�Î�6 “=” ¤�Í�Î�W
( : ) s���7�3�4�#�B�C�(� �7�D�E�(� �# cj

è Ç�6 0, ÿ���H�7�Í�Î�Ï�Ð ��Ñ�o 6�¼
 �Í�Î�Ï�Ð�Ä ��*�g ��B�C�(� �y�-�% >�p�q #�D�E�r�s * ¿�� ¢ u�t�u *j

2.
#�$ ��f��� �!�"�3�4�#�����3�4 :

min z = 2x1 + 4x2 + 3x3;¥�¦ 





















x1 + 2x2 − 3x3 ≥ 5,

2x1 − 3x2 − 2x3 ≤ 3,

x1 + x2 + x3 = 2,

xj ≥ 0, � )�B j.

v F � 2
2 <�� 3

2 Í�Î�Ï�Ð�Ä � S ý
min z = 2x1 + 4x2 + 3x3;¥�¦ 

































x1 + 2x2 − 3x3 ≥ 5,

−2x1 + 3x2 + 2x3 ≥ −3,

x1 + x2 + x3 ≥ 2,

−x1 − x2 − x3 ≥ −2,

xj ≥ 0, � )�B j.

� �;�'(; ;6 q1,q2,q3 < q′3
* °;6;�'S æ 2 (; ;8;�;�;� @ 7;3;4;#;� 3

2 Í;Î;Ï;Ð �Ñ
, o�� %  #�f Ó 8�� 3

* ¡ ����3�4�6 :

max w = 5qx1 − 3q2 + 2q3 − 2q′3;¥�¦ 





















q1 − 2q2 + q3 − q′3 ≤ 2,

2q1 + 3q2 + q3 − q3 ≤ 4,

−3q1 + 2q2 + q3 − q3 ≤ 3,

qi ≥ 0, � )�B i.

R
wTU VTWTXTYTZ�x�y�z�{
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� s�ò�|�}~ e 1. ����3�4�#�������7�3�4 *���
:
� 7�3�4�� :

max z = CX¥�¦ {

AX ≤ b

X ≥ 0¡ ����3�4�6 :

min w = Qb¥�¦ {

QA ≥ C

Q ≥ 0

F å h �;�;3;4;#;Í;Î;Ï;Ð ( �'�;Í;Î'�'� )
æ U'� �'3 , °;6 min w = −max (−w), ÿý��

max (−w) = −bT Q¥�¦ {

−QA ≤ −C

Q ≥ 0

é�ê #�$ ����3�4�#�! ¡ , ±�3�4�#�����3�4�6 :

min (−z) = −CX¥�¦ {

−AX ≥ −b

X ≥ 0

°�6 min (−z) = −max z, °�±�9
max z = CX¥�¦ {

AX ≤ b

X ≥ 0¢ ¿���7�3�4 *
^ s���ò�ô�}~ e 2.

�
X �¾7¾3¾4 (1.7) #¾ÿ P G , Q �¾�¾�¾3¾4 (1.8) #¾ÿ P G ,

¡ 9 CX ≤ Qb.��� �
X ��7�3�4 (1.7) #�ÿ P G ,

¡
AX ≤ b

* A Q ≥ 0 ������3�4 (1.8) #�ÿ PG , � Q ��Q�å� æ 9 ý QAX ≤ Qb
* °�6 QA ≥ C, � X 8�Q�±� æ 9 ý QAX ≥ CX,� Æ

CX ≤ QAX ≤ Qb.

r������� , ÿ ý�� ��f�$�%���� *���
1. A�7�3�4�ÿ P , @ + ÒNÓ�Ô�Õ�è�� å�� ,

¡ ����3�4�Ç�ÿ P�*�'� � 0'�'m;*�0 � �;�;3;4;ÿ P V Q 6;�;�;3;4;#;ÿ P G V ¡ ri¶ � 2 ÿ ® �7�3�4�#���)�ÿ P G X 8�9 CX ≤ Qb, ä�7�3�4�# ÒNÓ�Ô�Õ�è 9�å�� V�����V o������3�4�Ç�ÿ P�*Y�Z #�ÿ �.` ��f�� ��*���
2. A�����3�4�ÿ P , @ + ÒNÓ�Ô�Õ�è�� f�� ,

¡ 7�3�4�Ç�ÿ P�*
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� � 1 <�� � 2 #�� J x $ .���

3. A�7�3�4�ÿ P , Æ�����3�4�Ç�ÿ P ,
¡ 7�3�4�# ÒNÓ�Ô�Õ�è�� � *���

4. A�����3�4�ÿ P , Æ�7�3�4�Ç�ÿ P ,
¡ ����3�4�# ÒNÓ�Ô�Õ�è�� � *

� s���� v�������v ��}��~ e 3.
�

X ��7�3�4 (1.7) #�ÿ P G , Q ������3�4 (1.8) #�ÿ P G , A CX = Qb,¡
X < Q ��µ���7�3�4�<�����3�4 ý ��ç�G *���

: ��� �.` ��7�3�4�# ý � ) ÿ P G X 8�9 CX ≤ X ; ������3�4�#�� ) ÿ PG Q 8;9 Qb ≥ Qb
* r��;�;�; , �;7;3;4;#'� ) ÿ P G X 9 CX ≤ Qb = CX , o'�

CX ≤ CX , ÿ�� X ��7�3�4�#���ç�G * H � # ��m ÿ � Q 6�����3�4�#���ç�G *
� s�ò�ô ~ e~ e 4. A;7;3;4;9;�;ç;G ,  '¡;�;�;3;4 ) ¶;9;�;ç;G , 6;7;3;4;<;�;�;3;4;#;�ç ÒNÓ�Ô�Õ�è ¹�¼ *���

: 7�3�4 (1.7) # Ó�¢ ¤�#�D Õ�;�< 6 A′ = (A, I),
+ h0~�� ;�< I 6�B�C�(� #;D Õ';'<;* � X 6;7;3;4 (1.7) #;�;ç;G ,B 6 + �;�;#;& ;'<;*�£ C ′ = (C, 0, . . . , 0)6 Ó�¢ ¤.h ÒNÓ�Ô�Õ h0Ë�&�(� �#�D Õ�* ¡ r0��ç�¤�¥ ¢ ¡ ÿ ® ��ç�G X ����#�¤�¥ Õ

C ′ − CBB−1(A, I) ≤ 0, ä
C ′ − CBB−1(A, I) = C ′ − (CBB−1A, CBB−1) = (C − CBB−1A,−CBB−1) ≤ 0,

� Æ
C − CBB−1A ≤ 0, −CBB−1 ≤ 0.

£
Q = CBB−1, r0å� �ÿ ® Q ≥ 0, 6 C −QA ≤ 0 ä QA ≥ C

* ÿ�� Q 6�����3�4 (1.8)#;ÿ P G'6;�;�;# Ò Ó;Ô;Õ;è 6 w = Qb = CBB−1b
* Æ;7;3;4;#;�;ç;G X �;�;# Ò ÓÔ�Õ�è 6 z = CX = CBB−1b,

� Æ Qb = CX
* r0¶ � 3 ÿ ® Q 6�����3�4�#���ç�G , 6: 7�3�4�#���ç ÒNÓ�Ô�Õ�è ¹�H *

�'�;7;3;4;# Ò Ó;Ô;Õ 6 “min” ¤ , H � ÿ �a` 7;3;4;<;�;�;3;4;#;�;ç;G;# Ò ÓÔ�Õ 6 CBB−1b
*

~ e 5. A X 6�7�3�4 (1.7) # ) ¥�¦ ��ç�¤�¥�#�&���G ,
¡

Q = CBB−1 6�����34�# ) ÿ P G , 6 ¢�æ 2 G�# ÒNÓ�Ô�Õ # è ¹�H * + h B 6�&���G X ����#�& ;�<�*r0å ) ¶ � # �.`�¦ ��� � x $ *� å � ¶ � # �a` ÿ'� G F , �;�;3;4 (1.8) #;�;ç;G Q = CBB−1,
¢'§ 6;6;7;34 (1.7) ��ç�G�y.h�B�C�(� �#�¨�À q � zs, 7�© _ ��7�3�4���ç�G�y.h�B�C�(� �¤�¥ Õ

cS − zS #�� Õ , ä
qi = zn+i.

����7�3�4�� ELÒNÓ�Ô�Õ�è ��� , ����3�4�� ELÒNÓ�Ô�Õ�è ��ã , r0»�7�3�4�D�E�( ;#;D Õ'ª x ) �;~;� ;'< , °;±;�;�;3;4;#;�;ç;G;�;7;3;4;�;ç;G;yah�D'E'(; ;#'¨À q � zS #�� Õ , 7�© _ ����ç�G�y.h�D�E�(� �#�¤�¥ Õ cS − zS , ä
qi = −zn+i.
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g
1 7�3�4�#���ç�~�«���y y 4–2

cj → 6 3 2 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

2 x3 16 0 0 1 −2 4 0

0 x6 10 −1 0 0 −1 0 1

3 x2 4 1 1 0 1 −4 0

zj 3 3 2 −1 −4 0

zj − cj 3 0 0 1 4 0g
1 ����3�4�#���ç�G�y y 4–3

cj → 20 6 10 0 0 0

cB qB c q1 q2 q3 q4 q5 q6

0 q4 3 0 0 1 1 −1 0

6 q2 4 0 1 0 0 4 −4

20 q1 1 1 0 1 0 −1 2

zj 20 6 20 0 4 16

cj − zj 0 0 −10 0 −4 −16

7�3�4�#���ç�G�6 x1 = 0,x2 = 4,x3 = 16
* : ±���� , ����3�4�#�B�C�(� �# zm+1 =

0, zm+2 = 4, zm+3 = 16,
+ h m = 3

*
�;�;3;4;#;�;ç;G;6 q1 = 1,q2 = 4,q3 = 0

*�: ±;�;� , 7;3;4;#'D'E'(; ;# zn+1 =

−1, zn+2 = −4, zn+3 = 0,
+ h n = 3

*
r0å�ÿ�� , º )�2 �� �!�"�3�4�� ELÒNÓ�Ô�Õ�è ��� , Í�Î ��Ñ�/ � “≥” I ,

E G�I%���ã M
m 7 æ�¬� m ,

����®�¯ * ��� #�$ ±�3�4�#�����3�4�n E G , ¿�/ ¦�ý D * ºÊ ±�u�t�u�f�# � 9�°�#�± m ��f�² F %�d�e�#�����~�«�� m�*R´³ U VTW
µ
¶
·�¸
��7�3�4 :

max z = CX¥�¦ {

AX ≤ b

X ≥ 0

<�����3�4 :

min z = Qb¥�¦ {

QA ≥ C

Q ≥ 0

r0��t�²�¶ � 5, 7�3�4�#�1 ) ¥�¦ ��ç�¤�¥�#�&;�;G X 8���� @ ����3�4�# ) &���ÿP G Q = CBB−1, 6 ¢;æ 2 G;�;�;# Ò Ó;Ô;Õ;è ¹;H * º X 6;7;3;4;#;&;�;ÿ P G;I ,é�ê�¶ � 4, 7�3�4�<�����3�4�H�I�¹ � ��ç * &�» ¢ u�º�» , ¼  ÿ�� Q�) u�± m , � ?~�«�� m #�1�½�¾�¿�#�&���G�8 ¥�¦ ��ç�¤�¥ , @�Ç ) ¶ ¥�¦ ����Í�Î , ¾�¿�I���Ç ¥�¦
����Í�Î�#�(�  2�Õ�À�Á�Â�Ã�*�)�Ä�/'Å &'(� �8 ¥�¦ ���;Í�Î , ¿ ý�� ��ç�G ,

¢ u�±m 5�6 ò�ô�Æ�Ç�È�É *
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����~�«�� m #�Ê�± Á�Ë :Ì

SN 6���&�(� �#�f Ó #�Í�� *Î ��Ï Ð ��)�2 ¥�¦ ��ç�¤�¥�#�Ñ�O�&���G ;Î ^ Ï ¤�¥�º 2 G�� ½ ÿ P�* A�ÿ P , Ò ý ��ç�G ,
½ ¡ =�Ó�f )�Á ;Î � Ï Ô�Õ b′i ��� )�P #�(�  o 6�Ö F (�  ,

Ì ¢ )�P 6 i∗, =�Ó�f )�Á ;Î � Ï ¤'× a′

i∗j V A a′

i∗j

/ ã;»'7;¼;» 0,
¡ 3;4 � G V�Ø'Ù Ê'± * ½ ¡ V Ô'Õ �f� �¹ � ����# j∗ ����#�(�  o 6�Ö�Ó�(�  :

min{
cj − zj

a′

i∗j

∣

∣

∣
a′

i∗j < 0,
+ h j 6���&�(� �#�f Ó } =

cj∗ − zj∗

a′

i∗j∗

Î�Ú Ï 5. � ai∗j∗ 6�Û�Ü�f P =�Ü�Ý�± , =���. Á�*
��: Á h Ô�Õ Ö�Ó�(� �#�7 ¡ � Ô�Õ�Þ�ß � ý ����# b′i à � V þ�6�Ç�á�â���ç�¤�¥#X�¾&X(¾ ¾6XÖXÓX(¾  * �X��� i∗

P hÃ# a′

i∗j ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,
¡ 3¾4 � G * °¾6¾~X«

��y.h0# a′

ij #�)�*�� F xj à � 1 ~���o�ã�R�#�� i
P &�(� �#�(�ä * � a′

ij > 0, y�-&�(�  ��è�Â�Ã V Æ a′

ij < 0 y�-�&�(�  ��è à � * °�~�«���y.h i∗
P # b′i∗ 6�� Õ V �� à � � 0 V�å Þ � ý j P #�&�(� �x�6�Ö F (�  V °�±���� a′

i∗j < 0
* A�� i∗

P # a′

i∗j8���æ Õ V ¡ ã�f�� ) ��&�(� �8�Ç Þ � ý i∗
P #�&�(� �(�6 0 Æ�ç�è V ±�&�(� �é�êÇ Þ ¥�¦ ����Í�Î V o���±�3�4 � G *

¼ �ë � g 1 #�7�3�4�6 g�_.` ����~�«�� m #�Ê�± *üg 1 h07�3�4�# Ó�¢ ¤���f :

min z = 6x1 + 3x2 + 2x3;

¥�¦






















x1 + x2 + 2x3 − x4 = 20
1

2
x1 + 1

2
x2 + 1

4
x3 − x5 = 6

2x1 + x2 + x3 − x6 = 10

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , 6

v
: Ô+Õ x4, x5, x6 6 &+(   ,

£
x1 = x2 = x3 = 0,

¡ ¦ ý F
x4 = −20, x5 =

−6, x6 = −10
*

6 P ��Ñ�O�&���G�#�&�(� �#�D Õ�;�< 6�~�� ;�< , � −1 Q 3
2 Í�Î ��Ñ�* °�6��ELÒNÓ�Ô�Õ�è ��� , � zj − cj ≤ 0 ¤�¥���ç * Ñ�O�~�«���y���y 4-4
*
y 4–4

cj → 6 3 2 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 x4 −20 −1 −1 −1 1 0 0

0 x5 −6 − 1

2
− 1

2
− 1

4
0 1 0

0 x6 −10 −2 −1 −1 0 0 1

zj 0 0 0 0 0 0

zj − cj −6 −3 −2 0 0 0

y.h0o�9�¤�¥ Õ zj − cj ≤ 0, Ò�¹���ç , @�Ç�ÿ P�* Ô�Õ x4 6�Ö F (�  ,i∗ = 1
*

min{
−6

−1
,
−3

−1
,
−2

−1
} = 2, j∗ = 3
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� a′

13 6�Û�Ü�f P =�Ü�Ý�± ,
ý y 4–5

*
y 4–5

cj → 6 3 2 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

2 x3 20 1 1 1 −1 0 0

0 x5 −1 − 1

4
− 1

4
0 − 1

4
1 0

0 x6 10 −1 0 0 −1 0 1

zj 2 2 2 −2 0

zj − cj −4 −1 0 −2 0 0

y 4–5 h b′2 = −1 ≤ 0,
£

i∗ = 2
*

min{
−4

−1/4
,

−1

−1/4
,

−2

−1/4
} = 4, j∗ = 2

� a′

22 6�Û�Ü�f P =�Ü�Ý�± ,
ý y 4–6

*
y 4–6

cj → 6 3 2 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

2 x3 16 0 0 1 −2 4 0

3 x2 4 1 1 0 1 −4 0

0 x6 10 −1 0 0 −1 0 1

zj 3 3 2 −1 −4 0

zj − cj −3 0 0 −1 −4 0y 4-6
¥�¦ ��ç�¤�¥�6�ÿ P , Ò ý ��ç�G *R
ìTU VTW
í
îTZ�ï�ð�ñ�ò

—- ó
ô
õ
ö? � )�÷ ��t�².h , ¼  ��ø�G m�E�F�P � )�÷�g 1 #���ç�G ( ��ø 1-1)
*�? ����Ë

&.h , Ë�&�©���%�ù�ú�# )�2 3�4�� à ��k�u�s�û�� ½ 9�ü * � ø 1-1 ÿ�� , A à � B ý= #�ÿ���þ�I�7�ÿ�n l�� ,
¡ ÒNÓ�Ô�Õ�è à � , Æ à � A ý = #�ÿ���þ�I Õ ,

ÒNÓ�Ô�Õ�è
Ç à � * f � � )�� #�3�4�ù�ú ¢ u�(�ä *� 9���f��� �#�7�3�4 :

min z = CX¥�¦ {

AX ≤ b

X ≥ 0

<�����3�4 :

max w = Qb¥�¦ {

QA ≥ C

Q ≥ 0

A B 6�7�3�4�#���ç�G X ′ ����#�& ;�< ,X ′

B 6�&�(� �w�x�#.Á0  , CB 6�&�(�  ?ÒNÓ�Ô�Õ h0����#�D Õ Á0  * Q′ = CBB−1 6�����3�4�#���ç�G * r 2�� #�¶ � ÿ ® , �



10 Ö.×0ØÚÙ�Û.Ü0Ý�Þ�Ù�Û�ß�à�á.â
ç ÒNÓ�Ô�Õ�è 6 :

z = CBXB = CBB−1b = Q′b

J ä
z = q′1b1 + q′2b2 + . . . + q′mbm

r0± ý
ϑz

ϑbi

= q′i 7 ϑz

ϑb
= q′

ÿ'�;Í;Î;Ï;Ð �;Ñ 8'9;# bi (i = 1, 2, . . . , m) à � ) ~;�;I ,
Ò Ó;Ô;Õ

z #'('ä; ;6 q′i

(i = 1, 2, . . . , m)
*

~��
1. Í�Î�Ï�Ð ��Ñ 8�9�# bi(i = 1, 2, . . . , m) à � ) ~���I , ��ç ÒNÓ�Ô�Õ z #�(

ä� �5�6�s�û i(i = 1, 2, . . . , m) #�������� *�
	 ³¾´¾�
�¾�¾k ) u�sXû�Æ
��# (
: ËX&X(¾  � C ), Æ¾3¾4Âh + % Õ ê¾ÇX( * rÃå� # [�� ÿ ® ,

?�E�F �� �!�"�3�4�#���ç�G�S , s�û i # ��	 ³�´�¿���� i u�s�û�#�¨À q � zn+i 7 −zn+i

*
R��� ���������������������

( ������ �!�" )#�$�%�&�'�(�)�*�+�,�-�.�/�0�1
, 2�3�4�5�6�7�8�9�: , ;�<�= 0�>�?�@�A�B�C�D$�/

, E�F ?�G�*�+�H�I�J�K�LNM�O�P�Q�R :S�T�U V�W G�X�,�-�.�/�Y�Z�[�\�] 3�4 , 7�8�9�: L_^�[�\ , ` G�-�.�/�a�Y�]*�+�,�-�.�/
;
^ E [�\ ,

a�b�c�R 5 O ;SedeU f ] 3e4 , 7e8e9e:e4egeheiejekelemenejek 1 4eo GeXe,e-e.eAeBeCepqsr
, t G�X�,�u j�k�v ] 3�4 , h�i�j�k�lem�nej�k�wex ]e,�u�Lyb�c�ze{ je| ,

f u
j�k ?�}�,�~������ j�� Ae���e�eLN��� ;e<��eo ,�Y 5�6 [e\�-e. V�W , Ee= c�,eu� /

;S���U � >�?�@�A�B�C�D�$�-�.�/�L
�

3. ��5���� 2
#�$�%�-�.�/

x1 = 20, x2 = 20, x3 = 0(
p

2-3)
1

, 3�4�5�6�����7
8�9�: x1 ≤ 15

LN����G�-�.�/ E [�\�� 7�8�9�: ,
b�c ��� O�LN? x1 ≤ 15, 4�g�h�i�j

k x6 �
x1 + x6 = 15, x6 ≥ 0 (4.9)

� p 4–7
L p

4–7

cj → 40 45 24 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

45 x2 20 0 1 −1/3 1 −2/3 0

40 x1 20 1 0 1 −1 1 0

0 x6 15 1 0 0 0 0 1b�c�z�{ j�| , � a31 � 0, � p 4-8.
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p
4–8

cj → 40 45 24 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

45 x2 20 0 1 −1/3 1 −2/3 0

40 x1 20 1 0 1 −1 1 0

0 x6 −5 0 0 −1 1 −1 1

zj 40 45 25 5 10 0

cj − zj 0 0 −1 −5 −10 0p
4-8
[
-
. V
W

, � x6 = −5, E
= c ,
b
c �
� O ,

>
?
@
A
B
C
D
,
#

a33 �
�
� ,

� -�.�/�p 4-9
L

p
4–9

cj → 40 45 24 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

45 x2 65/3 0 1 0 2/3 −1/3 −1/3

40 x1 15 1 0 0 0 0 1

24 x3 5 0 0 1 −1 1 −1

zj 40 45 24 6 9 1

cj − zj 0 0 0 −6 −9 −1H�0 ����� =�� ,
?�@�A�B�C�D = 0�}�>���R ��������� :

1.
? 7�8�9�:� �¡�¢ Y “≥” £ ,�&�'�(�)�*�+ , E�F�4�¤�¥�j�k >�¦ M

D l ��§¨ D�$�/
,
>�?�@�A�B�C�D�$�/�©�ª 5�« L

2.
#�1�¬��® o ,�/�¯���(e)�*e+e,�°e±�²e³eD q ,

a�´�µ o ?�G�*�+ 3�4e5�6e7
8�9�:� �¡ , ��� , ;�<�= � > ��¶ �®�,   D , E�F ?�*�+�·�]�¸�¹�L
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ÈÊÉ

1. Ë %�R�Ì�&�'�(�)�*�+�,�?�@�*�+ :

(1).
min z = 20x1 + 30x2 + 40x3;[�\ 













2x1 + 4x2 + 5x3 ≥ 100,

x1 + x2 ≤ 20,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

(2).
min z = 2x1 + 3x2 − 5x3;[�\ 





















x1 + x2 − x3 + x4 ≥ 5,

2x1 + x3 ≤ 4,

x1 + x3 + x4 = 6,

x1 ≤ 0, x2, x3 ≥ 0, x4 �ÎÍsÏsj�k
(3).

min z = 4x1 − 3x2 + 8x3;[�\ 













−2 ≤ x1 ≤ 6,

4 ≤ x2 ≤ 14,

−12 ≤ x3 ≤ −8.

2.
>�?�@�A�B�C�D�/�R�Ì�&�'�(�)�*�+

:

(1).
min z = 7x1 + 4x2 + 12x3;[�\ 





















2x1 + x2 + x3 ≥ 6,

−3x1 + 2x2 + x3 ≥ 10,

x1 + x2 + x3 ≥ 36,

xj ≥ 0,
? 5�Ð j.

(2).
min z = 3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 + 5x5;[�\ 





















x1 − 2x2 − x3 + x4 + x5 ≤ −3,

−x1 − x2 − x3 + x4 + x5 ≤ −2,

x1 + x2 − 2x3 + 2x4 − 3x5 ≤ 4,

xj ≥ 0,
? 5�Ð j.

3.
}�>�?�@�Ñ�Ò

, Ó¼Ô R�Ì�&�'�(�)�*�+�Y = c�, , ��Õ -�.�/ :

min z = x1 − x2 + x3;[�\ 













x1 − x3 ≥ 4,

x1 − x2 + 2x3 ≥ 3,

xj ≥ 0,
? 5�Ð j.

4.
}�>�?�@�A�B�C�D

, Ó¼Ô R�Ì�&�'�(�)�*�+�Y E�= c�, :
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max z = −4x1 − 3x2;[�\ 





















x1 + x2 ≤ 1,

−x2 ≤ −1,

−x1 + 2x2 ≤ 1,

xj ≥ 0,
? 5�Ð j.

5. Ö &�'�(�)�*�+�×�-�.�A�B�C�p�Q�p 4–10:

max z = 10x1 + 8x2 + 17x3;[�\ 





















1

2
x1 + 1

4
x2 + 7

8
x3 + x4 = 25,

1

2
x1 + 3

4
x2 + 9

8
x3 + x5 = 45,

1

2
x1 + 11

4
x2 + 25

8
x3 + x6 = 145,

xj ≥ 0,
? 5�Ð j. p

4–10

cj → 40 45 24 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

8 x2 40 0 1 1/2 −2 2 0

10 x1 30 1 0 3/2 3 −1 0

0 x6 20 0 0 1 4 −5 1

zj 1 8 19 14 6 0

cj − zj 0 0 −2 −14 −6 0Ø 3�4 R�Ì 7�8�9�: ,
$�]�*�+�,�-�.�/�Ù

2x1 + 3x2 + 5x3 ≤ 150.

6. Ú�Û R�Ì�&�'�(�)�*�+�Ù
min z = 5x1 + 20x2 + 8x3;[�\ 





















3x1 + x2 + x3 ≤ 10,

2x1 + 3x2 + 4x3 ≥ 20,

x1 − x3 = 0,

xj ≥ 0,
? 5�Ð j.Ü $

(1). Ý�Þ ��*�+�,�?�@�*�+�ß
(2).
$�?�@�*�+�,�-�.�/�ß

(3). à�á ?�@�*�+�,�-�.�/�p�â�%�G�*�+�,�-�.�/ ;

(4).
>�?�@�A�B�C�D�$�G�*�+�,�-�.�/�ã W Ó (3)

,�ä�å�L


