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次に, 空間固定の原点 o に対し並進運動する点 o� を考え,

さらに o� 点周りに回転する系 o� − x�y�z� を設定する. この
o� − x�y�z� 系は浮体 (剛体) に固定されているものとする. 仮
定 2)より, o� は浮体の浮面心である. 浮体に固定された座標系
o� −x�y�z� は静止時に o−xyz と一致している. 浮体 (剛体)内
の任意の点 P の位置ベクトル −→

oP = x は o� − x�y�z� 系での位
置ベクトル

−→
o�P = x� を用いて以下のように表される (Fig. 1).

x =
−→
oo�(t) + x� (3)

o� − x�y�z� 系の回転角を o − xyz 系の成分で Θj , j = 1, 2, 3

P
y

xo

y'

x'

o'

Fig. 1 Coordinate system

と表すことにする. これらは � = ξ0/λ0 のオーダーの微小量と
仮定する.

Θj ∼ O(�), j = 1, 2, 3

o− xyz 系の基底を ej , o
� − x�y�z� 系の基底を e�

j と表すこと
にすると各座標軸間の方向余弦は以下のように表せる.

ej · e�
k =




1 −Θ3 Θ2

Θ3 1 −Θ1

−Θ2 Θ1 1


+ O(�2) (4)

座標変換 (3)を成分表示すると以下のようになる.

xj = ej · x =
−→
oo�j(t) +

3�
k=1

�
ej · e�

k

�
x�
k (5)

入射波により誘起される浮体運動の複素振幅 ξj を以下のように
導入する.

−→
oo�j(t) = Re[ξje

−iωt], j = 1, 2, 3 (6)

Θj−3(t) = Re[ξje
−iωt], j = 4, 5, 6 (7)

また, 流体境界面の外向き単位法線ベクトル nj , j = 1, 2, 3 を
導入し, 原点 o 周りのモーメントを計算するために便宜的に
nj , j = 4, 5, 6 を以下のように導入する.

n4 ≡ yn3 − zn2

n5 ≡ zn1 − xn3

n6 ≡ xn2 − yn1

(8)

これに対応して以下のように∇4,∇5,∇6 を導入する.

∇4 ≡ y∇3 − z∇2

∇5 ≡ z∇1 − x∇3

∇6 ≡ x∇2 − y∇1

(9)

さて, 運動状態での浮体表面上の位置 xj と, もとの静止状態 (あ
るいは振動中心) での位置 xj = x�

j との差を o − xyz 系の成分
で ∆xj = xj − xj と置くことにすると座標変換 (5)より以下の
関係式が導かれる.

∆xj = xj − xj =
−→
oo�j(t) +

3�
k,l=1

�jklΘkxl +O(�2) (10)

ここで �jklは交代記号である. 静止状態での浮体表面の法線ベク
トル (浮体内向き)nj と変位成分 ∆xj の内積は以下のように表
される.

3�
j=1

∆xjnj =

6�
j=1

Re[ξje
−iωt]nj on SH (11)

ここで SH は浮体の浸水表面を表し, overline は時間平均を表
す. 明らかに nj = nj on SH である.

3.面積分の近似方法

空間座標 xj と時間 t のスカラー関数を p(xj , t) とする. 勾
配 ∇ipの, 調和振動する領域 V (t)に関する積分を平均位置 V

周りで展開することを考える. 平均積分領域 V からの変化分を
∆V (t)と表す.

���

V (t)

=

���

V +∆V (t)

=

���

V

+

���

∆V (t)

(12)

輸送定理 6) を参考にして積分範囲 ∆V (t)の積分を V の表面 S

上での時刻 tにおける積分として近似する.

���

∆V (t)

∇ipdV =

��

S

∇ip
3�
j=1

∆xjnjdS + O(∆x2
j) (13)

∆xj = xj − xj , xj on S(t), xj on S (14)

ここで xj , xj は境界面上同一点の運動前後の o− xyz 系での座
標で前者は S 上の, 後者は S(t) 上の座標である. 式 (12)(13)

より, 面積分を以下のように平均位置での面積分で近似する.

��

S(t)

pnidS =

��

S

�
p(t)ni +∇ip(t)

3�
j=1

∆xjnj

�
dS,

i = 1, 2, · · · , 6 (15)

ここで Gaussの定理が i = 4, 5, 6に対しても成立することを用
いている.

流体領域を V (t) とし, その境界を浮体の浸水表面 SH(t), 自
由表面 SF (t), 海底 SB , 無限遠方 S∞ に分割し, これらの境界
面上では流体外向きの単位法線ベクトル n と x × nが定義され
ているとする. 浮体の浸水表面 SH(t)で水圧 pを積分する場合,

高次の微少量である水面変化の影響を考慮に入れるため, 浸水表
面 SH(t) を静止時浸水表面の動揺部分 SH1(t) と自由表面の変
化部分 SH�(t) に分解して考える (Fig. 2 a, b).

SH(t) = SH1(t) + SH�(t) (16)
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SH1(t)

SH1(t)

SHε(t)
SF(t)

SH SHεe(t)

a. b.

c.

Fig. 2 Wetted surface of floating body

そして浮体動揺の平均位置まで引き戻す (Fig. 2 c).

��

SH(t)

pnidS =

��

SH1(t)+SH�(t)

pnidS

=

��

SH+SH�e(t)

�
p(t)ni +∇ip(t)

3�
j=1

∆xjnj

�
dS,

i = 1, 2, · · · , 6 (17)

ここで SH は浸水表面の時間平均を表し, 静止状態の浸水表面に
等しい. また, SH�e(t) は浮体動揺の平均位置での自由表面の変
化部分を表す. 上式中の圧力勾配の項が効いてくるのは O(�)の
線形理論では復原力 (静水圧)の計算においてのみである. これ
以外の線形流体力は右辺積分内第 1 項の SH 上の積分から計算
される. 定常波漂流力には, O(�2) の効果として圧力勾配の項と
自由表面の変化部分が効いてくる.

境界要素法など Greenの公式を用いて速度ポテンシャルを求
める場合, 速度ポテンシャルに関する境界条件は境界上の表面積
分の中で現れるが, 浸水表面の運動学的条件と自由表面の条件を
それぞれの時間平均位置で線形化すると, よく知られた以下の条
件式になる.

∂ϕj
∂n

= Kϕj on SF , j = 0, 1, 2, · · · , 6, 7, D (18)

∂ϕj
∂n

= Knj on SH , j = 1, 2, · · · , 6 (19)

∂ϕD
∂n

= 0 on SH (20)

K =
ω2

g
(21)

4. Kochin関数 Hj と記号 H[∗, ∗] の定義

以下では水深 h を一定と考え, 速度ポテンシャルは海底での
条件

∂ϕj
∂n

= 0 on SB, j = 0, 1, 2, · · · , 6, 7,D (22)

を満足し, また入射波以外は無限遠方での放射条件を満足してい
るとする. 入射波を, 波数 k0(= 2π/λ0)で x軸に対する進行角
χで進む平面波とする.

ϕ0(x, y, z) =
cosh k0(z + h)

cosh k0h
eik0(x cosχ+y sinχ) (23)

x, y, z が点 P の座標値の場合, 本論文では ϕ0(P,χ) などと表
記することもある. 明らかに以下の関係が成立する.

ϕ∗
0(P,χ) = ϕ0(P,χ ± π) (24)

ここで ∗ は複素共役を表す. 流体領域 V 内で下記の偏微分方程
式を満足し,

∇2G(P,Q) = −δ(P,Q) in V (25)

自由表面条件と z = −hでの海底条件, さらに e−iωtで調和振動
する場合の無限遠方での波の放射条件を満足する Green 関数を
G(P,Q) と置く. 点 P と点 Qが十分離れているときの Green

関数は以下のように近似できる 2).

G(P,Q) ≈ α(P )ϕ∗
0(Q, θ) (26)

α(P ) =
iC0

2
Z0(z)

�
2

πk0R
eik0R− π

4 i (27)

C0 =
k2
0

h(k2
0 −K2) +K

=
k0 cosh2 k0h

k0h + cosh k0h sinh k0h
(28)

Z0(z) =
cosh k0(z + h)

cosh k0h
(29)

R =
�
x2 + y2 (30)

cos θ =
x

R
, sin θ =

y

R
(31)

式 (27)で定義した α(P ) は遠方での円筒波を表している. また
Green関数の R方向微分は点 P と点 Qが十分離れているとし
て近似すると以下のようになる.

∂G(P,Q)

∂R
≈ ik0G(P,Q) (32)

式 (26)と (32) を比較すると, 形式的に

∂α(P )

∂R
≈ ik0α(P ) (33)

とおける.

流体領域 V に対して Green の第 2 公式を用いる. 関数のペ
アは G(P,Q)と ϕj(Q), j = 1, 2, · · · , 6, 7 である. 流体の境界
S のうち, 浮体表面 SH に関する積分が残ることになる.

ϕj(P ) =

��

SH

�
G(P,Q)

∂ϕj(Q)

∂nQ
− ∂G(P,Q)

∂nQ
ϕj(Q)

�
dSQ

≡ H[G(P,Q), ϕj(Q)], j = 1, 2, · · · , 6, 7 (34)

ここで点 P は境界上ではなく流体領域 V 内の点である. 本稿で
は 2つの関数に作用する演算記号 H[∗, ∗] を上式のように約束す
る. 式 (34)は点 P と点 Qが十分離れているときは式 (26)を
用いて, 以下のように近似できる.

ϕj(P ) ≈ α(P )H[ϕ∗
0(θ), ϕj ], j = 1, 2, · · · , 6, 7 (35)

H[ϕ∗
0(θ), ϕj ] =

��

SH

�
ϕ∗

0(θ)
∂ϕj
∂n

− ∂ϕ∗
0(θ)

∂n
ϕj

�
dS
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= Hj(k0, θ), j = 1, 2, · · · , 6, 7 (36)

ここで Hj は Kochin関数である. このように H の引数が ϕ∗
0

と ϕj , j = 1, 2, · · · , 6, 7 の場合には Kochin 関数 Hj となる.

本稿では無限遠方の S∞ 面にて α(P )ϕ∗
0(P,χ), もしくはその複

素共役を含む積分を計算することになる. ここで演算の要点を述
べておく. S∞ を半径 Rの円筒検査面とする. このとき式 (31)

で定義される θ に関して緩やかに変化する関数 A(θ) に対して以
下の近似が許される.

��

S∞
α(P )ϕ∗

0(P,χ)A(θ)dS =

i

2k0
A(χ) +

ie2i(k0R− π
4 )

2k0
A(χ− π) + O(

1√
R

) (37)

ここで, 左辺の被積分関数 ϕ∗
0(P,χ) の位相が θ = χ,χ − π に

て停留することを用いている. また, 式 (37)の複素共役をとる
と以下の関係が得られる.

��

S∞
α∗(P )ϕ0(P,χ)A∗(θ)dS =

−i
2k0

A∗(χ) +
−ie−2i(k0R− π

4 )

2k0
A∗(χ− π) + O(

1√
R

) (38)

A(θ)がさらに周期 2π の関数であるとすると
��

S∞

∂ϕ∗
0(P,χ)

∂θ
A(θ)dS =

��

S∞

�
∂

∂θ
[ϕ∗

0(P,χ)A(θ)]− ϕ∗
0(P,χ)

∂A(θ)

∂θ

�
dS

= −
��

S∞
ϕ∗

0(P,χ)
∂A(θ)

∂θ
dS (39)

ここで θ について部分積分し ϕ∗
0(P,χ)A(θ) の周期性を用いて

いる.

5. Kashiwagiの関係

Kashiwagiは振動数は等しいが入射角の異なる 2 種類の波に
対して Greenの公式を用いることにより, 2次元浮体の動揺問題
における興味深い相反関係を導いている 5). 以下では, 振動数は
等しいが入射角の異なる 2 種類の波に対する H関数を式変形す
ることにより 3次元浮体の動揺問題での Kashiwagiの関係を導
く (Greenの公式を用いた遠場解からも同じ結果が得られるが省
略する).

最初の波のペアは波入射角の異なるϕ∗(χA)とϕ(χB)である.

ϕ∗(χA) = ξ0ϕ
∗
D(χA) +

6�
i=1

ξ∗i (χA)ϕ∗
i (40)

ϕ(χB) = ξ0ϕD(χB) +

6�
j=1

ξj(χB)ϕj (41)

ここで χ は入射波の進行角を表わし, radiation ポテンシャル
ϕj は振動数が同じであれば波向きには寄らない. この 2 つの波
に対する H関数は以下のように書ける.

H[ϕ∗(χA), ϕ(χB)] =

��

SH

�
ϕ∗(χA)

∂ϕ(χB)

∂n
− ∂ϕ∗(χA)

∂n
ϕ(χB)

�
dS (42)

Kashiwagi の証明法をただ踏襲するだけで 3 次元の場合も式
(42)の値がゼロになることが示せる (付録 A.参照). 式 (42)は
以下のようにも変形できる.

H[ϕ∗(χA), ϕ(χB)]

=

��

SH

��
ξ0ϕ

∗
0(χA) +

7�
i=1

ξ∗i (χA)ϕ∗
i

�
∂ϕ(χB)

∂n

− ∂

∂n

�
ξ0ϕ

∗
0(χA) +

7�
i=1

ξ∗i (χA)ϕ∗
i

�
ϕ(χB)

�
dS

= ξ0H[ϕ∗
0(χA), ϕ(χB)]+

7�
i=1

��

SH

�
ξ∗i (χA)ϕ∗

i
∂ϕ(χB)

∂n
− ∂ξ∗i (χA)ϕ

∗
i

∂n
ϕ(χB)

�
dS

= ξ0H[ϕ∗
0(χA), ϕ(χB)]+

7�
i=1

��

SH

�
ξ∗i (χA)ϕ∗

i
∂ξ0ϕ0(χB)

∂n
− ∂ξ∗i (χA)ϕ∗

i

∂n
ξ0ϕ0(χB)

+

7�
j=1

ξ∗i (χA)ϕ∗
i
∂ξj(χB)ϕj

∂n
− ∂ξ∗i (χA)ϕ∗

i

∂n
ξj(χB)ϕj

�
dS

= ξ0H[ϕ∗
0(χA), ϕ(χB)]− ξ0H∗[ϕ∗

0(χB), ϕ(χA)]

+

7�
i=1

7�
j=1

��

SH

�
ϕ∗
i
∂ϕj
∂n

− ∂ϕ∗
i

∂n
ϕj

�
dS × ξ∗i (χA)ξj(χB)

= ξ0H[ϕ∗
0(χA), ϕ(χB)]− ξ0H∗[ϕ∗

0(χB), ϕ(χA)]

+

7�
i=1

7�
j=1

H[ϕ∗
i , ϕj ]ξ

∗
i (χA)ξj(χB) (43)

ここで入射波が任意の入射角 θA と θB に対して満足する関係 2),

H[ϕ0(θA), ϕ0(θB)] = 0 (44)

を用いている. 以上は H演算子の線形性を示したにすぎないが,

Bessho-Newmanの関係 7, 8) と同様に ϕ7 まで含めて成立する
以下の関係1,

H[ϕ∗
i , ϕj ] =

C0

2πi

� π
−π

H∗[ϕ∗
0(θ), ϕi]H[ϕ∗

0(θ), ϕj ]dθ,

i, j = 1, 2, · · · , 6, 7 (45)

1 式 (45) は Kochin 関数を用いると以下のように表現できる.

H[ϕ
∗
i , ϕj ] =

C0

2πi

�
π

−π

H
∗
i (k0 , θ)Hj(k0, θ)dθ

i, j = 1, 2, · · · , 6の場合には Bessho-Newman の関係となる.

H[ϕ
∗
i , ϕj ] = K(f

∗
ij − fij) = −2iK · Im

�
fij

�
ここで fij は式 (70) により定義した radiation 力の係数であり fji = fij の関
係を用いている.
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および式 (43) の値がゼロであることを用いると, 式 (43) は
Kashiwagiの関係 (波のエネルギの関係)となる.

ξ0H∗[ϕ∗
0(χB), ϕ(χA)]− ξ0H[ϕ∗

0(χA), ϕ(χB)] =

C0

2πi

� π
−π

H∗[ϕ∗
0(θ),ϕ(χA)]H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χB)]dθ (46)

式 (46)において χA = χB と置くと, 流体領域 V (t)に対する
エネルギ保存則 2) (波漂流力を求める際に用いられる有名な式)

が得られる.

もう 1つの波のペア ϕ(χA ± π) と ϕ(χB) についても H関
数を計算すると, 第 2 の Kashiwagiの関係 (波の指向性の相反
性)が導かれる.

H[ϕ∗
0(χA), ϕ(χB)] = H[ϕ∗

0(χB ± π), ϕ(χA ± π)] (47)

ここで, 以下の関係を用いている.

H[ϕi, ϕj ] = 0, i, j = 1, 2, · · · , 6, 7 (48)

χB 方向に進む入射波によって浮体が動揺し, それによって発生
する波の指向性 (χA 方向に出て行く波の振幅) は χA 方向から
やってくる (χA ± π 方向に進む)入射波によって浮体が動揺し,

それによって発生する波の指向性 (χB ± π 方向に出て行く波の
振幅)に等しい (Fig. 3 参照).

φ0(χB)

H[χA]

x

Floating

Body

R=

R=

y

φ0(χA+π)H[χB+π]

8

8

H[χA]=H[χB+π]

Fig. 3 Kashiwagi’s 2nd reciprocity

6.定常波漂流力に関する相反性

Maruo3) による定常波漂流力の x 成分 Fx, および y 成分
F y, は以下のように表せる2 .

�
F x

Fy

�
=
ρgk0C0

8πK
×

� π
−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2

�
cosχ − cos θ

sinχ − sin θ

�
dθ (49)

2 H[ϕ∗0 , ϕ] は Kochin 関数を用いると以下のように表せる.

H[ϕ∗
0 , ϕ] =

7�
j=1

ξjHj (k0, θ)

Newman4) による z軸周りの定常波漂流モーメントMz は以下
のように表せる.

Mz=Im

�
ρgC0

8πK

� π
−π
H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]
∂H∗[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]

∂θ
dθ

�

−ρgξ0
2K

Re

�
∂H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]

∂θ

����
θ=χ

�
(50)

ここで χ は入射波の進行角を表す. 本論文では水圧の SH (t)上
での積分値 (17) の時間平均について考え, 上記 F x, F y ,Mz と
の関係を調べる. 浮体運動に伴う座標変換は O(�2)を無視し, 式
(11)が成立していると仮定する. Bernoulliの式は以下のように
表せる.

p = −ρgz − ρ
∂Φ

∂t
− ρ

2
∇Φ · ∇Φ (51)

Φ = Re
�
g

iω
ϕ(χ)e−iωt

�
(52)

ϕ(χ) = ξ0ϕD(χ) +

6�
j=1

ξj(χ)ϕj (53)

ξ0, ξ1, · · · , ξ6 ∼ O(�)

式 (17) の積分において ni, i = 1, 2, 6のとき, 時間平均後, 値が
残るのは O(�2)の項のみである. 式 (17),(51)-(53) より O(�2)

の項は 3 つあることになる. 1つ目は自由表面の変化部分の面積
分で以下のように表せる.

��

SH�e(t)

�
−ρgz − ρ

∂Φ

∂t

�
nidS

=

��

SH�e(t)

∂

∂z

�
−ρg z

2

2
− ρ

� z
0

∂Φ

∂t
dz

�
nidS

=

�

CWL

�
−ρg ζ

2

2
− ρ

� ζ
0

∂Φ

∂t
dz

�
ni

cos γ

�����
z=0

ds

=

�

CWL

�
−ρg ζ

2

2
− ρ

∂Φ

∂t

���
z=0

ζ

�
νids

=
ρg

4

�

CWL

Re
�
ϕ∗(χ)ϕ(χ)|z=0

�
νids (54)

ここで overline は時間平均を表し, CWL は waterline, ds は
その微小線素, νi は ds に対する水線面内向き単位法線ベクトル
で, γ は waterline近傍での浮体表面と z 軸とのなす角である (

dS cos γ = dzds, Fig. 4). また ζ が O(�) であるので z に関
する最初の積分を実行するとき ni の z による変化を無視してい
る. さらに waterlineの単位法線ベクトル νi に関する条件式,

ν2
x + ν2

y = 1, νz = 0 (55)

3�
i=1

niνi = cos γ (56)

nx : νx = ny : νy (57)
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より導かれる以下の νi と ni の関係を用いている.

νx =
nx

cos γ
, νy =

ny
cos γ

(58)

これより ν6 を以下のように定義している.

ν6 = xνy − yνx (59)

そして最後に以下の関係と式 (52)を代入している.

ζ = −1

g

∂Φ

∂t

���
z=0

(60)

O(�2)の項の 2 つ目は pの中の運動エネルギの項で, 以下のよ

z = 0

dzdsdS

γ

γ

SHεe(t)

SH

ν
n

Body Water

Fig. 4 Water elevation on equilibrium body sur-

face

うに表せる (付録 B.式 (86)参照).

��

SH

−ρ

2
∇Φ · ∇ΦnidS = −ρ

2
×

3�
j=1

��

SH

Re
�
g

iω
∇jϕ(χ)e−iωt

�
Re
�
g

iω
∇jϕ(χ)e−iωt

�
nidS

= − ρg

4K

3�
j=1

��

SH

Re [∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)]nidS =

− ρg

4K

��

SH

Re

�
∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

�
∂ϕ(χ)

∂n
∇iϕ∗(χ)

�∗�
dS

−ρg

4

�

CWL

Re
�
ϕ∗(χ)ϕ(χ)|z=0

�
νids i = 1, 2, 6 (61)

O(�2)の項の 3つ目は Φの時間微分の項で以下のように表せる.

��

SH

∇ip
3�
j=1

∆xjnjdS = ρg×

��

SH

Re [∇iϕ(χ)e−iωt] ·Re
�

6�
j=1

ξj(χ)e−iωtnj

�
dS

=
ρg

K

��

SH

Re [∇iϕ(χ)e−iωt] ·Re
�
∂ϕ(χ)

∂n
e−iωt
�
dS

=
ρg

2K

��

SH

Re

�
∇iϕ∗(χ)

∂ϕ(χ)

∂n

�
dS, i = 1, 2, 6 (62)

よって式 (54)(61)(62)より定常波漂流力およびモーメントは以
下のようになる.

��

SH(t)

pnidS =

��

SH+SH�e(t)

�
pni + ∇ip

3�
j=1

∆xjnj

�
dS

=
ρg

4K

��

SH

Re

�
∇iϕ∗(χ)

∂ϕ(χ)

∂n
− ∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ)

+∇iϕ∗(χ)
∂ϕ(χ)

∂n
−
�
∂ϕ(χ)

∂n
∇iϕ∗(χ)

�∗�
dS

=
ρg

4K
Re

���

SH

�
∇iϕ∗(χ)

∂ϕ(χ)

∂n
− ∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ)

�
dS

�

=
ρg

4K
Re H[∇iϕ∗(χ),ϕ(χ)], i = 1, 2, 6 (63)

ここで虚部は結果に影響しないことを用いている. これは近
場解より漂流力および漂流モーメントを計算する式であり,

∇iϕ∗(χ) と ϕ(χ) の相反関係になっている. そこで流体領
域 V に対して Green の第 2 公式を用いる. 関数のペアは
∇iϕ∗(χ), i = 1, 2, 6 と ϕ(χ) である. Green の公式を適用す
ると ∇2∇iϕ∗(χ) = 0 より体積分は消え, 表面積分のうち, 水深
h が一定であるなら浮体表面 SH と無限遠方 S∞ に関する積分
が残ることになる.

��

SH

�
∇iϕ∗(χ)

∂ϕ(χ)

∂n
− ∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ)

�
dS =

−
��

S∞

�
∇iϕ∗(χ)

∂ϕ(χ)

∂n
− ∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ)

�
dS, i = 1, 2, 6

(64)

ここで SF 上や SB 上の積分では i = 6 のとき nx = ny = 0

に注意して
��

SF +SB

�
(x∇2 − y∇1)ϕ

∗(χ)
∂ϕ(χ)

∂n

−∂ (x∇2 − y∇1)ϕ
∗(χ)

∂n
ϕ(χ)

�
dS = 0 (65)

となることを用いている. 式 (64)における S∞ 上の積分値は式
(78)(79)(82)(83) となることから, 近場解 (63) は Maruoの式
(49), Newmanの式 (50), にそれぞれ一致する.



F x

F y

Mz


 =

��

SH(t)

pnidS

=

��

SH+SH�e(t)

�
pni +∇ip

3�
j=1

∆xjnj

�
dS

=
ρg

4K
Re

���

SH

�
∇iϕ∗(χ)

∂ϕ(χ)

∂n
− ∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ)

�
dS

�

=
ρg

4K
Re H[∇iϕ∗(χ),ϕ(χ)], i = 1, 2, 6 (66)
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7.結　論

本論文では, 線形ポテンシャル理論の範疇で 3次元浮体の定常
波漂流力に関係する相反性について考察し, 以下のことを示した.

1. 定常的に微小振動する境界を振動中心周りで効率的に展開
する方法を提案した.

2. 3次元浮体の波浪応答に関する 2つの Kashiwagiの関係
を Greenの第 2公式を用いずに導いた.

3. Maruoの定常波漂流力, Newmanの定常波漂流モーメン
トを運動量定理を用いず Greenの第 2 公式を用いて証明
した.

4. 定常波漂流力 · モーメントの近場解を示すとともに, そこ
に潜む相反性について示した.

本論文の結果は実用性に欠けるが, Maruo 理論の正しさを異な
る視点から示し, 浮体運動学の理解を深めることに微力ながら貢
献できたのではないかと考える.
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Appendix

A. Kashiwagiの証明法 5)

ρMij を質量マトリックス, ρgKij を復原力係数とすると浮体
の運動方程式から以下の関係がある.

6�
i=1

[−KMji +Kji] ξ
∗
i (χA) = ξ0E

∗
j (χA) +

6�
i=1

f∗
jiξ

∗
i (χA)

(67)
6�
j=1

[−KMij +Kij] ξj(χB) = ξ0Ei(χB) +

6�
j=1

fijξj(χB)

(68)

ここで, Ei と fij は以下のように定義している.

Ei =

��

SH

ϕDnidS, i = 1, 2, · · · , 6 (69)

fij =

��

SH

ϕjnidS, i, j = 1, 2, · · · , 6 (70)

式 (42) に式 (40)(41)を代入し浮体浸水表面での条件を用いる
と以下のように変形できる.

��

SH

��
ξ0ϕ

∗
D(χA) +

6�
i=1

ξ∗i (χA)ϕ∗
i

�
6�
j=1

ξj(χB)Knj

−
6�
i=1

ξ∗i (χA)Kni

�
ξ0ϕD(χB) +

6�
j=1

ξj(χB)ϕj

��
dS

= Kξ0

6�
j=1

E∗
j (χA)ξj(χB) +K

6�
i,j=1

ξj(χB)f∗
jiξ

∗
i (χA)

−Kξ0

6�
i=1

Ei(χB)ξ∗i (χA) −K

6�
i,j=1

ξj(χB)fijξ
∗
i (χA)

= K

6�
j=1

�
ξ0E

∗
j (χA) +

6�
i=1

f∗
jiξ

∗
i (χA)

�
ξj(χB)

−K
6�
i=1

�
ξ0Ei(χB) +

6�
j=1

fijξj(χB)

�
ξ∗i (χA)

= K

6�
j=1

6�
i=1

[−KMji +Kji] ξ
∗
i (χA)ξj(χB)

−K
6�
i=1

6�
j=1

[−KMij +Kij] ξj(χB)ξ∗i (χA)

= 0 (71)

ここで運動方程式 (67)(68)とMij,Kij の対称性を用いた.
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B. 式 (61)の証明

流体領域 V でGaussの定理を用いると以下の関係を導くこと
ができる (付録 C.式 (91)参照).

3�
j=1

��

S

∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)nidS =

��

S

�
∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

�
∂ϕ(χ)

∂n
∇iϕ∗(χ)

�∗�
dS,

i = 1, 2, 6 (72)

また,

��

S

=

��

SH+SF +SB+S∞
=

��

SH

+

��

SF

+

��

SB

+

��

S∞
(73)

と積分区間を分割し, 式 (72)の SF , SB , S∞ 上の積分値を以下
に示す.

SB 上での積分
n1 = n2 = n6 = 0であるので

3�
j=1

��

SB

∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)nidS = 0 =

��

SB

�
∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

�
∂ϕ(χ)

∂n
∇iϕ∗(χ)

�∗�
dS,

i = 1, 2, 6 (74)

SF 上での積分
n1 = n2 = n6 = 0 であるので

3�
j=1

��

SF

∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)nidS = 0, i = 1, 2, 6 (75)

また式 (72)右辺の方は以下のように変形する.

��

SF

�
∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

∂ϕ∗(χ)

∂n
∇iϕ(χ)

�
dS

= K

��

SF

∇i {ϕ∗(χ)ϕ(χ)} dS

= K

�

CW L+C∞
ϕ∗(χ)ϕ(χ)νids, i = 1, 2, 6 (76)

ここで自由表面条件 (18)と平面の Gauss の定理を用いている
(Fig. 5). CWL は waterline, C∞ は z = 0 平面上の半径 R

の円である. 無限遠方の C∞ での積分は i = 1, 2 のとき以下の
ように表せる.

K

�

C∞
ϕ∗(χ)ϕ(χ)|z=0

�
nx

ny

�
ds

= K

� π
−π

ϕ∗(χ)ϕ(χ)|z=0R

�
cos θ

sin θ

�
dθ (77)

i = 6のとき C∞ では n6 = xny − ynx = 0 となり線積分はゼ
ロとなる.

SF

xAw
ν

y ν= n|z=0

CWL

C 8

Fig. 5 Two dimensional Gauss theorem on free

surface in static equilibrium

S∞ 上での積分
半径 Rの円筒検査面として計算する. まず i = 1, 2 のとき以下
の関係を導くことができる (付録 D.参照).

��

S∞
∇iϕ∗(χ)

∂ϕ(χ)

∂n
dS =

−k0C0

4π

� π
−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2

�
cosχ− cos θ

sinχ− sin θ

�
dθ

+(H� +H∗
� )

�
cosχ

sinχ

�
, i = 1, 2 (78)

��

S∞

∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ)dS =

k0C0

4π

� π
−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2

�
cosχ− cos θ

sinχ− sin θ

�
dθ

+(H� +H∗
� )

�
cosχ

sinχ

�
, i = 1, 2 (79)

ここで H� は式 (97)により定義している. よって i = 1, 2 の
とき
��

S∞

�
∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

�
∂ϕ(χ)

∂n
∇iϕ∗(χ)

�∗�
dS

= 2(H� + H∗
� )

�
cosχ

sinχ

�
, i = 1, 2 (80)

i = 6 の場合は

∇6 = x
∂

∂y
− y

∂

∂x
=
∂y

∂θ

∂

∂y
+
∂x

∂θ

∂

∂x
=

∂

∂θ
(81)

に注意して以下の関係を導くことができる (付録 E.参照).

��

S∞
∇6ϕ

∗(χ)
∂ϕ(χ)

∂n
dS = ξ0Re

�
∂H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]

∂θ

����
θ=χ

�
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+
iC0

4π

� π
−π

H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂H∗[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂θ
dθ

+∆H� −∆H∗
� (82)

��

S∞

∂∇6ϕ
∗(χ)

∂n
ϕ(χ)dS = −ξ0Re

�
∂H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]

∂θ

����
θ=χ

�

− iC0

4π

� π
−π

H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂H∗[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂θ
dθ

+∆H� −∆H∗
� (83)

ここで ∆H� は式 (102) により定義している. よって以下の結
果を得る事ができる.

��

S∞
Re

�
∂∇6ϕ

∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

�
∂ϕ(χ)

∂n
∇6ϕ

∗(χ)

�∗�
dS = 0

(84)

ここで虚部が結果に影響しないことを用いている. 式 (72)の左
辺に現れる S∞ 上の積分は i = 1, 2 のとき, 以下の関係を導く
ことができる (付録 F.参照).

3�
j=1

��

S∞
∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)nidS = 2(H� +H∗

� )

�
cosχ

sinχ

�

+K

� π
−π

ϕ∗(χ)ϕ(χ)|z=0R

�
cos θ

sin θ

�
dθ, i = 1, 2 (85)

i = 6 のときは S∞ を半径 R の円筒検査面とすると n6 =

xny − ynx = 0 であるので式 (85)の左辺の値はゼロとなる.

以上より式 (72)の積分で残るのは SH 上の表面積分と CWL

上の線積分となる.

3�
j=1

��

SH

∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)nidS

=

��

SH

�
∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

�
∂ϕ(χ)

∂n
∇iϕ∗(χ)

�∗�
dS

+K

�

CWL

ϕ∗(χ)ϕ(χ)νids, i = 1, 2, 6 (86)

C. 式 (72)の証明

流体領域 V で添え字 i＝ 1, 2, 6 について Gaussの定理を用
いる.

3�
j=1

��

S

∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)nidS

=

3�
j=1

���

V

∇i {∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)} dV (87)

i = 1, 2 については明らかに

3�
j=1

∇i {∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)}

=

3�
j=1

∇j {∇j∇iϕ∗(χ)ϕ(χ) +∇jϕ∗(χ)∇iϕ(χ)} (88)

i = 6 のときは

∇6∇jf = ∇j (∇6f)− {∇jx∇2f −∇jy∇1f}

= ∇j (∇6f)− {δj1∇2f − δj2∇1f} (89)

となることに注意して

3�
j=1

∇6 {∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)} =

3�
j=1

∇6∇j {∇jϕ∗(χ)ϕ(χ)}

=

3�
j=1

∇j∇6 {∇jϕ∗(χ)ϕ(χ)}

−{∇2 [∇1ϕ
∗(χ)ϕ(χ)]−∇1 [∇2ϕ

∗(χ)ϕ(χ)]}

=

3�
j=1

∇j {∇6∇jϕ∗(χ)ϕ(χ) + ∇jϕ∗(χ)∇6ϕ(χ)}

−�∇1ϕ
∗(χ)∇2ϕ(χ) − [∇1ϕ

∗(χ)∇2ϕ(χ)]
∗�

=

3�
j=1

∇j {∇j∇6ϕ
∗(χ)ϕ(χ) + ∇jϕ∗(χ)∇6ϕ(χ)

− [δj1∇2ϕ
∗(χ) − δj2∇1ϕ

∗(χ)]ϕ(χ)}

−
�
∇1ϕ

∗(χ)∇2ϕ(χ) − [∇1ϕ
∗(χ)∇2ϕ(χ)]

∗�

=

3�
j=1

∇j {∇j∇6ϕ
∗(χ)ϕ(χ) + ∇jϕ∗(χ)∇6ϕ(χ)}

+∇1ϕ
∗(χ)∇2ϕ(χ)− [∇1ϕ

∗(χ)∇2ϕ(χ)]
∗

−
�
∇1ϕ

∗(χ)∇2ϕ(χ) − [∇1ϕ
∗(χ)∇2ϕ(χ)]

∗�

=

3�
j=1

∇j {∇j∇6ϕ
∗(χ)ϕ(χ) +∇jϕ∗(χ)∇6ϕ(χ)} (90)

結局 i = 6 の場合も i = 1, 2 の場合の結果 (88)と同じになる.

式 (88)で添え字 j = 1, 2, 3について Gaussの定理を用いると
式 (72)が得られる.

3�
j=1

��

S

∇jϕ∗(χ)∇jϕ(χ)nidS

=

3�
j=1

���

V

∇j {∇j∇iϕ∗(χ)ϕ(χ) +∇jϕ∗(χ)∇iϕ(χ)} dV

=

��

S

�
∂∇iϕ∗(χ)

∂n
ϕ(χ) +

�
∂ϕ(χ)

∂n
∇iϕ∗(χ)

�∗�
dS,

i = 1, 2, 6 (91)
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D. 式 (78)(79)の証明

遠方では式 (35)(44)より

ϕ(χ) ≈ ξ0ϕ0(χ) + α(P )H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)] (92)

のように近似できる. また式 (33)を用いると円筒検査面 S∞ で
は i = 1, 2, 6でそれぞれ以下の近似が許される.

∇iϕ
∗(χ) ≈

⎧⎪⎨
⎪⎩
−ik0 cos χ

−ik0 sinχ
∂

∂θ

⎫⎪⎬
⎪⎭ ξ0ϕ

∗
0(χ)

+α∗(P )

⎧⎪⎨
⎪⎩
−ik0 cos θ

−ik0 sin θ
∂

∂θ

⎫⎪⎬
⎪⎭H∗[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)] (93)

∂ϕ(χ)

∂n
≈ ik0 cos(θ−χ) · ξ0ϕ0(χ) + ik0α(P )H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]

(94)

∂∇iϕ
∗(χ)

∂n
≈

⎧⎪⎨
⎪⎩
−ik0 cos χ

−ik0 sinχ
∂

∂θ

⎫⎪⎬
⎪⎭ (−ik0) cos(θ − χ)ξ0ϕ

∗
0(χ)

−ik0α
∗(P )

⎧⎪⎨
⎪⎩
−ik0 cos θ

−ik0 sin θ
∂

∂θ

⎫⎪⎬
⎪⎭H∗[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)] (95)

まず式 (78)において i = 1 の場合を考える. 式 (78)の計算で
現れる以下の積分を計算する.∫∫

S∞
{−ik0 cos χ · ξ0ϕ

∗
0(χ)} × ik0α(P )H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]dS

= k2
0ξ0 cosχ

∫∫
S∞

α(P )ϕ∗
0(χ)H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]dS

≈ ik0 cos χ

2
· ξ0H[ϕ∗

0(χ), ϕ(χ)] +Hε cosχ (96)

Hε ≡ ik0ξ0

2
e2i(k0R− π

4 )H[ϕ∗
0(χ− π), ϕ(χ)] (97)

ここで式 (37)を用いている. 同様に式 (78)の計算で現れる以
下の積分を計算する.

∫∫
S∞
{ik0 cos(θ − χ) · ξ0ϕ0(χ)}×

{α∗(P ) · (−ik0) cos θ · H∗[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]} dS =

k2
0ξ0

∫∫
S∞

α∗(P )ϕ0(χ)H∗[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)] cos(θ − χ) cos θdS

≈ − ik0 cos χ

2
· ξ0H∗[ϕ∗

0(χ), ϕ(χ)] +H∗
ε cos χ (98)

ここで式 (38)を用いている. 同様に式 (78)の計算で現れる以
下の積分を計算する.∫∫

S∞
{−ik0 cos θ · α∗(P )H∗[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]}×

ik0α(P )H[ϕ∗
0(θ),ϕ(χ)]dS

= −ik0 × ik0

∫ 0

−h

α∗(P )α(P )Rdz×
∫ π

−π

H∗[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)] cos θdθ

=
k0C0

4π

∫ π

−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2 cos θdθ (99)

ここで以下の関係を用いている.∫ 0

−h

α∗(P )α(P )Rdz =
C0

4πk0
(100)

式 (78)の計算で現れる残りの積分はゼロであるので式 (96)(98)(99)

の和に Kashiwagi の関係 (46)を用いると式 (78)の i = 1 の
場合となる. i = 2 の場合についても同様に計算できる. また式
(79)の積分も同様にして確かめることができる.

E. 式 (82)(83)の証明

式 (82) の計算で現れる以下の積分を計算する.∫∫
S∞

ξ0
∂ϕ∗

0(χ)

∂θ
× ik0α(P )H[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]dS

= −ik0ξ0

∫∫
S∞

α(P )ϕ∗
0(χ)

∂H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂θ
dS

≈ ξ0

2

∂H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂θ

∣∣∣∣
θ=χ

+ ΔHε (101)

ΔHε ≡ ξ0

2
e2i(k0R− π

4 ) ∂H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂θ

∣∣∣∣
θ=χ−π

(102)

ここで式 (39)(37)を用いている. 同様に式 (82)の計算で現れ
る以下の積分を計算する.∫∫

S∞
{ik0 cos(θ − χ) · ξ0ϕ0(χ)}×

α∗(P )
∂

∂θ
H∗[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]dS =

ik0ξ0

∫∫
S∞

α∗(P )ϕ0(χ)
∂H∗[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]

∂θ
cos(θ − χ)dS

≈ ξ0

2

∂H∗[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂θ

∣∣∣∣
θ=χ

−ΔH∗
ε (103)

ここで式 (38)を用いている. 同様に式 (82) の計算で現れる以
下の積分を計算する.∫∫

S∞
α∗(P )

∂

∂θ
H∗[ϕ∗

0(θ), ϕ(χ)]×

ik0α(P )H[ϕ∗
0(θ),ϕ(χ)]dS

=
iC0

4π

∫ π

−π

H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂H∗[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]

∂θ
dθ (104)

ここで式 (100) を用いている. 式 (82) の計算で現れる残りの
積分はゼロであるので式 (101)(103)(104)の和を計算すると式
(82)となる. 式 (83)の積分も同様にして確かめることができる.
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F. 式 (85)の証明

式 (85)左辺は z で微分している項を部分積分して以下のよう
に変形する.

3∑
j=1

∫∫
S∞
∇jϕ

∗(χ)∇jϕ(χ)nidS

=

∫∫
S∞
{∇xϕ∗(χ)∇xϕ(χ) +∇yϕ∗(χ)∇yϕ(χ)

−k2
0ϕ

∗(χ)ϕ(χ)
}{

cos θ

sin θ

}
dS

+K

∫ π

−π

ϕ∗(χ)ϕ(χ)|z=0 R

{
cos θ

sin θ

}
dθ, i = 1, 2 (105)

ここで右辺最後の項では海底の条件と自由表面条件を用いている.

式 (93)(37)(38)(100) そして最後にKashiwagiの関係 (46)を
用いると以下の関係を導くことができる.

∫∫
S∞
∇xϕ∗(χ)∇xϕ(χ)

{
cos θ

sin θ

}
dS ≈

−k0C0

4π

∫ π

−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2 cos2 χ

{
cos χ

sin χ

}
dθ

+
k0C0

4π

∫ π

−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2 cos2 θ

{
cos θ

sin θ

}
dθ

+cos2 χ · (Hε +H∗
ε)

{
cosχ

sinχ

}
(106)

∫∫
S∞
∇yϕ∗(χ)∇yϕ(χ)

{
cos θ

sin θ

}
dS ≈

−k0C0

4π

∫ π

−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2 sin2 χ

{
cos χ

sin χ

}
dθ

+
k0C0

4π

∫ π

−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2 sin2 θ

{
cos θ

sin θ

}
dθ

+sin2 χ · (Hε +H∗
ε )

{
cos χ

sinχ

}
(107)

∫∫
S∞
−k2

0ϕ
∗(χ)ϕ(χ)

{
cos θ

sin θ

}
dS ≈

k0C0

4π

∫ π

−π

|H[ϕ∗
0(θ), ϕ(χ)]|2

{
cosχ − cos θ

sinχ − sin θ

}
dθ

+(Hε +H∗
ε )

{
cos χ

sin χ

}
(108)

ここで Hε は式 (97) により定義している. 以上より式 (85)の
結果となる.
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