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一种新的 mc-PPS 瞬时频率变化率的估计 

张雯雯    司锡才 
(哈尔滨工程大学信息与通信工程学院  哈尔滨  150001) 

摘  要：该文在分数阶傅里叶(FRFT)计算分解的基础上，讨论了其某些步骤在信号检测中的冗余，提出了一种简

化的分数阶傅里叶算法(RFRFT)，详细讨论了它的几种重要性质，并结合一次相位差分法提出了乘积性

RFRFT(PRFRFT)算法，实现了 mc-PPS 的瞬时频率变化率(IFR)估计。同时借助角度变换提高了 RFRFT 识别参

数的分辨率。该方法运算量小，易于实现。仿真结果证实了该方法能够有效地抑制噪声和交叉项，可以适应低信噪

比环境。 

关键词：多分量多项式相位信号；瞬时频率变化率；参数估计；分数阶傅里叶变换；简化算法 

中图分类号：TN911.72                 文献标识码：A                文章编号：1009-5896(2008)12-2881-05 

A New Estimation Method of Instantaneous Frequency Rate for 
 Multicomponent Polynomial Phase Signal 
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Abstract: This paper discusses some redundancy steps of FRFT in signal detection based on the decomposition of 
FRFT, and puts forward a Reduced FRFT (RFRFT) algorithm. Then it discusses several important characters of 
RFRFT in detail. Combined with the phase difference method, it proposes the product RFRFT arithmetic to 
realize the Instantaneous Frequency Rate (IFR) estimation of mc-PPS. And it enhances the parameter resolution 
rate of RFRFT by angle transform. This method is easy to calculate and implement. Simulation results validate the 
method is able to suppress the noise and cross-terms, and can apply to low SNR environment. 
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1  引言  

自然界的许多信号以及许多工程应用，如通信、雷达、

声纳等领域中所遇到的信号，其相位都是时间 t 的连续函数。

根据 Stone-Weierstrass 理论，在有限观测时间内，任何时间

t 的连续函数均可用 t 的高阶多项式一致逼近，故此类信号

的相位常被表示成时间 t 的高阶多项式形式，此类信号亦被

称为多项式相位信号(Polynomial Phase Signals，PPS)。 

现有的PPS参量估计方法常可归为以下两类：(1)基于时

频分析技术的方法，它是一类非参数化方法[1]。该方法首先

采用时频分析技术，如Cohen类时频分布等，估计信号的瞬

时频率，然后再进行相位参数的估计。该方法通常不适于分

析高阶PPS，且易受交叉项困扰；(2)参数化方法 [2 5]− ，该类

方法利用信号时变相位的多项式结构估计相位参数。目前较

受欢迎的参数化方法是一种基于高阶模糊度函数(HAF)及

高阶模糊度函数积(PHAF)的方法，因其计算量相对较小，

而日渐成为一种主要的估计PPS参量的次优方法。但它们均
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首先要对信号进行 1M − 次相位差分后再作相应的变换，从

文献[6]的分析知，由于相位差分是非线性变换，经过一次相

位差分变换，信号的信噪比至少下降3dB，两次相位差分后

信噪比至少损失7dB，而且随着信噪比的降低，其损失会远

大于7dB。且使用这两种方法对各低阶参数的估计都是建立

在利用高阶参数估计值对PPS解调频基础上的，因此会导致

误差累计，造成误差的放大。针对以上现象，本文结合相位

差分法与分数阶傅里叶变换的性质首次提出了一种新的估

计mc-PPS瞬时频率变化率(IFR)的方法——.乘积性简化分

数阶傅里叶(PRFRFT)方法。这种方法可以更好地在分数阶

域滤出交叉项和噪声，并最大程度保留自项，从而达到抑制

交叉项与噪声，提高分辨率的目的。它为mc-PPS的检测及

参量估计提供了新的思路。由于本文主要针对非线性调频信

号在电子侦察中的应用，所以只考虑三阶PPS信号的参数估

计。 

2  分数阶傅里叶变换的简化算法 

2.1 分数阶傅里叶变换 

FRFT 的概念早在 1929 年已被提出，在 20 世纪 80 年

代应用于光学领域，从 90 年代起成为信号处理领域的研究
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热点之一。FRFT 是 Fourier 变换的广义形式，它在统一的

时频域上进行信号处理，因此它相对于传统的 Fourier 变换

灵活性更强，适于进行非平稳信号的处理。FRFT 的许多性

质在理论探讨上都有很大的意义，当 /2nα π≠ 时，FRFT

的计算过程可以拆解为以下 4 个步骤[7]： 

(1)原信号与一线性调频函数相乘 
2 cot( ) ( )e j tg t x t π α=                (1) 

(2)做 Fourier 变换(其变元乘以尺度系数 cscα ) 
2 csc( ) ( )e d' j utg u g t tπ α

α
+∞ −

−∞
= ∫           (2) 

(3)再与一线性调频函数相乘 
2 cot( ) ( )' ' j u

pX u g u e π α
α=                 (3) 

(4)乘以一复幅度因子 
1 cot( ) ( )

2
'

p p
jX u X uα
π

−=             (4) 

2.2 简化的分数阶傅里叶算法 

在计算 FRFT 时，其第(3)和第(4)步分别保证了 FRFT

的旋转叠加性和保范数不变性，它们在解微分方程以及光学

研究中有着重要的应用，这也使得这两个性质成为 FRFT 

的本质特征。但在信号检测中这两个性质却是无关紧要的，

因为模最大值搜索和二维谱峰搜索都没有利用这两个性质。

考虑到第(3)步不会对 FRFT 变换的模值产生影响，而第(4)

步虽然对计算变换的模值有影响，但它也只是将模值整体调

大或调小，不会影响模最大值的分布位置，故本文省略了后

两步的计算，从而简化了 FRFT，这里称这种新变换为简化

的 分 数 阶 傅 里 叶 变 换 (Reduced Fractional Fourier 

Transform，RFRFT)。信号的 RFRFT 定义 ( )pY u 为 

 
2 cot 2 csc( ) ( ) d ,   j t j utY u x t e e t kπ α π α

α α π
+∞ −

−∞
= ≠∫     (5) 

它具有以下几种性质：  

(1)线性特性  

[ ]( ) ( )n n n nn n
Y c f t c Y f tα α

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑           (6) 

(2)可逆性  
2 cot 2 csc1( ) ( ) d ,  

2 sin
j t j utf t e Y u e u kπ α π α

α α π
π α

+∞−

−∞
= ≠∫ (7) 

(3)时移特性  
2 cot 2 csc[ ( )] ( cos )j j uY f t e e Y uπτ α πτ α

α ατ τ α−− = −     (8) 

(4)频移特性  
2[ ( )] ( sin )j ktY e f t Y u kπ

α α α= −            (9) 

(5)微分性  
d[ ( )] cos 2 csc ( )
d

Y f' t j u Y u
uα αα π α⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠       (10) 

证明  由式(7)有
2 cot1

( )= ( 2 cot )
2 sin

j tf' t e j tπ α π α
π α

−⎡ −⎢⎢⎣
 

22 csc cot( ) d     ( ) 2 cscj ut j tY u e u e Y u j uπ α π α
α α π α

+∞ +∞−

−∞ −∞
⋅ +∫ ∫

2 csc dj ute uπ α ⎤⋅ ⎥⎥⎦
 

将上式拆分为两个部分： 
2 cot 2 csc

1
1( ) ( 2 cot ) ( ) d

2 sin
j t j utf t e j t Y u e uπ α π α

απ α
π α

+∞−

−∞
= ⋅ − ∫  

                        (11) 
2 cot 2 csc

2
1( ) [ ( ) 2 csc ] d

2 sin
j t j utf t e Y u j u e uπ α π α

α π α
π α

+∞−

−∞
= ⋅∫  

                         (12) 

由式(11)有 
2 cot 2 csc1( ) 1

( ) d
2 cot 2 sin

j t j utf t
e Y u e u

j t
π α π α

απ α π α
+∞−

−∞
=

− ∫  

故       1( )
( ) [ ( )]

2 cot
f t

Y Y u Y f t
j tα α απ α

⎡ ⎤
⎢ ⎥ = =⎢ ⎥−⎣ ⎦  

则           1( ) 2 cot ( )f t j tf tπ α= − ⋅  

由于      1 d[ ( )] sin ( )
2 d

Y t f t j Y u
uα αα

π
⎡ ⎤⋅ = ⋅ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

所以        1
d

[ ( )] cos ( )
d

Y f t Y u
uα αα ⎡ ⎤= ⋅ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  

同时由式(12)可知 2[ ( )] 2 csc ( )Y f t j u Y uα απ α= ⋅ ，则 

1 2
d

[ ( )] [ ( ) ( )]= cos 2 csc ( )
d

Y f' t Y f t f t j u Y u
uα α αα π α⎛ ⎞⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ (13) 

(6)它不满足能量守恒，但满足下等式  

 
2 21

( ) d ( ) d
2 sin

f t t Y u uαπ α
+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫       (14) 

此式说明信号经过变换后不具备保范数不变性，能量被

压缩，从而使得变换两边范数(能量)不守恒。但这个压缩因

子可以使变换在对大调频斜率的 LFM 信号时，即在旋转角

度较小时，压缩在旋转角度为零附近的那些幅度对所求峰值

的影响，因此能很好地抑制时域轴附近信号的振荡干扰，从

而能有效的检测和估计出具有大调频斜率的 LFM 信号。这

一性质对本文研究的大频率 PPS 的参数估计是非常有用的。 
(7)不满足旋转相加性，即  

( ) ( ) [ ( )]Y u Y u Y Y uα β β α α β+ +≠ ≠         (15) 

2.3  LFM 信号的 RFRFT 

2.3.1 参数值的估计方法  由 RFRFT 的性质可以知道，它

在某个分数阶域对给定的 LFM 信号与 FRFT 一样具有很好

的能量聚集特性，利用这一特性，可以实现对 LFM 信号的

检测和参数估计。且此时的 LFM 的调频率 k 、初始频率 0f

同样有如下对应关系式： 

        
0

00 0

cot( /2)

csc( /2)

k p

f u p

π

π

⎫⎪= − ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭
              (16) 

值得注意的是由于文中在对运算数据快速 RFRFT 前，

首先对数据做了量纲归一化处理，故信号在尺度伸缩归一化

后，它的参数值必然发生变化，用 RFRFT 方法所估计得出

的调频率和初始频率是归一化的信号参数值，而不是实际参

数值。设归一化前信号的调频率为 k ，初始频率为 0f ，归一

化后的信号参数分别为 k' 、 0
'f ，则有： 

 
2

0

0 0 0

/
/

/

s

'
s

v fs
k' ks kt f

x t s

f f s f t f

⎫⎪⎪= = = = ⎪⎪⎬⎪⎪= = ⎪⎪⎭

          (17) 
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2.3.2 分辨率的提高  为了保证 RFRFT 的分辨率，可以采

取在某一区间内减小旋转角α 的搜索间距 pΔ 的办法。但无

限地减小 pΔ 并不能使分辨率提高，反而使计算量大大增大。

因此，单单通过减小旋转角的搜索间隔来提高其分辨率是不

可行的。 

文中采取了对采样数据内插或抽取 M 倍的办法来提高

其分辨率。设搜索的数据长度为 τ ，与之匹配的旋转角为α ，

阶数为 1p ，变换后数据的长度为M τ ，与之匹配的旋转角为

β ，阶数为 2p 。计算两者的 RFRFT，由于经过无量纲化后，

两者搜索数据的时域长度不变，而变换后数据的旋转域将被

拉伸( 1M > )或压缩( 1M < )M 倍，如图 1 所示。因此，达

到最佳匹配时两者的旋转角α ， β 存在如式(18)关系。 
tan tanMβ α=                 (18) 

 

图 1 角度变换示意图( 1M > ) 

提高分辨率，主要是要将不同信号参数值对应在 p 轴上

的差距拉大以区分信号。首先考虑两种极限情况：当 p 值接

近 0 或 2 时，即对应的旋转角接近于 0 或 π时，p 值的微小

变化会导致 cotα 和 cotα 的剧烈变化，不利于区分信号；而

当 p 值接近 1 即旋转角接近 /2π 时，由于 cotα 和 cotα 的值

随 p 的变化过于缓慢，亦不利于区分信号。因此，需选择适

当的 M 值，以使得 cotα 和 cotα 随 p 值变化的速度适中，

即让旋转角向 /4π 或 3 /4π 轴方向移动。所以应先对信号进

行初定位，根据 p 的取值范围找到适当的数据变化方式进而

确定 M 值。 

3  基于乘积 RFRFT 的 IFR 估计算法 

对多分量三阶多项式相位信号进行一次相位差分后得

到的信号含有对应个数的线性调频信号，同时含有 2
Mp 个以

三次相位函数形式存在的交叉项，这些交叉项经 RFRFT 后

会出现伪峰，虽然其伪峰幅度相对较小，当信号数较少且信

噪比较高时，不会影响信号的 IFR 估计。但随着信号分量数

增多或信噪比的降低，伪峰的存在很可能会导致错误的估计

结果。而 PHAF 虽然能有效避免伪峰，却会带来信噪比的损

失以及误差的累积。针对以上现象，本文首次提出了一种基

于乘积性 RFRFT 的 IFR 估计算法。它首先对信号进行一次

相位差分，再根据信号自项的调频频率以及经处理后的自项

初始频率均与延迟 lτ 成正比，而交叉项信号则与 lτ 没有此依

赖关系这一特征，实现交叉项的抑制以达到估计参数的目

的。 

它具有如下特点：(1)由于通过不同时延后的自项经坐标

变换后处于相同的位置，所以自项将在 PRFRFT 中增强；

(2)交叉项和噪声经坐标变换后对其进行 RFRFT，位于不同

的位置，所以交叉项和噪声将在 PRFRFT 中减弱；(3)当 L=l

时，PRFRFT 退化为 RFRFT，L 越大，交叉项和噪声抑制

的效果也越好，但计算量越大。具体步骤如下： 

(1)对信号做 L 次不同延时的一次相位差分，其对应线性

调频信号的调频斜率分别为 3,2m m lk a τ= ； 

(2)对它们做 RFRFT，并将每个变换的横坐标作相应的

坐标变换； 

(3)将处理结果做乘积运算，此时的信号峰值即为待估参

量 3,ma 。 

(4)已知 3,ma 与 lτ 后，初始频率 2
0 2, 3,m m l m lf a aτ τ= − 也

可以看作是一个与延迟 lτ 成正比的量，对其重复步骤(2)，步

骤(3)即可估计出 2,ma 的值。 

这里需要注意如下几个问题： 

(1)坐标变换问题。线性调频信号斜率满足 3,2m m lk a τ=  

,cot m lα= − ，一旦延迟时间 lτ 发生变化，则信号斜率也随之

改变，即对应的 RFRFT 的最大值位置也会发生变换。若对

每个横坐标都进行 ,cot /2m l lu α τ= − 的变换，则每个自项的

最大值都将位于 3,lu a= 处。而对于初始频率 0mf ，估计出参

量 3,ma 后，只需对每个横坐标都进行 2
0 3,( )/m m l lv f a τ τ= +

的变换即可保证其最大值均位于 2,mv a= 处。 

(2)接收信号序列与实际三阶 PPS 信号序列起点不一致

的问题。在实际接收到的信号序列中，三阶 PPS 信号并不

一定与实际接收信号序列的起始点一致，由此造成了 lτ 并不

是三阶 PPS 相位差分运算的真实延迟时间，这将直接导致

参数估计误差的恶化甚至失效。为了避免这一现象，可以采

取对信号前后均补 lτ 个零，再将补零信号进行相位差分运算

的方法实现，此时的 lτ 即为真实延迟时间。 

4  仿真实验 

下面以一组仿真实例说明本文方法的实际效果。仿真以

如式(19)所示的 mc-PPS 为例，假设各个分量具有相同强度，

持续时间 4 mμ ，且最高阶相位系数 3,ma 均不相等，其参数

如表 1 所示。综合计算量和识别效果等因素，文中选 L=5，

所有仿真均以估计 3,ma 为例。 
3

,
1 0

1
( ) exp 2

M
i

m i l
m i

x n b j a n
i

π
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑ ∑          (19) 

实验 1  图 2 为信噪比为-7dB，第 2，第 3 两个信号在

不同 pΔ ，M 作用下，进行 PRFRFT 后的识别效果放大图。 

表 1 仿真中所用的 7 个分量的一、二、三阶相位系数 

,i ma  1 2 3 4 5 6 7 

1(106Hz) 30 40 60 10 10 20 80 

2(1012Hz/s) 10 15 9 6 8 6 0 

3(1018Hz/s2) 1 4.5 5 7 10 12 15 
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图 2 信号在不同的 pΔ 、M 作用下的识别效果图 

首先对信号初定位后知 M 应选小于 1 的值，即对信号进行压

缩处理。图中第 1 幅为 0.01, 1p MΔ = = 时的波形，从它可

以看出，当两个信号参数比较接近时，无法分辨两个信号；

第 2 幅为 0.005, 1p MΔ = = 时的波形，它表明此时单纯减

小 pΔ 并也不能达到分离两个信号的效果，反而会大大增大

计算量；第 3 幅为 0.005, 1/4p MΔ = = 时的波形，从它可

以看出，此时能正确区分两个信号。第 4 幅为 0.005,pΔ =  

1/5M = 时的波形，从它可知，此时由于处理的数据过少，

不能达到很好的抑制噪声的影响，识别效果变差。因此，后

续实验均是在 0.005, 1/4p MΔ = = 的条件下进行的。这里

值得说明的是，此时不仅分辨效果好，且由于进行了压缩处

理，故每次处理的数据量也会减少，从而降低了运算的复杂

度。 

实验 2  图 3(a)，3(b)给出了对两个PPS时延后，在-7dB

高斯白噪声环境下，RFRFT(a)与 PRFRFT(b)的识别性能

对比图。从图中可以看出，此时 PRFRFT 抑制噪声的性能

明显优于 RFRFT。图 3(c)给出了同时存在 4 个 PPS 时，

RFRFT 在无噪环境下的识别效果图。从它可以看出，此时

采用 RFRFT 方法已经无法区分各个信号参数。图 3(d)为

0dB 时，对 4 分量 PPS 信号采用 PRFRFT 方法的识别效果

图。从图可见，此时采用 PRFRFT 方法仍能很好的识别信

号。 

 

图 3 RFRFT 与 PRFRFT 的识别效果对比 

实验 3  图 4 给出了 0.005, 1/4p MΔ = = 时，含 1，2，

3，5 个分量的 PPS 在它们所能达到的最低信噪比条件下，

经一次相位差分后的 PRFRFT 识别效果图。含 4 个分量的

PPS 识别效果图在图 3(d)中已经给出。从它们可以看出，信

号分量数目越少，参数估计的效果越好。这主要是由于当信

号分量较多时，交叉项分量急剧增加，由交叉项所产生的离

散点也随之增多，抬高了噪声水平，导致识别能力下降所致。

这是与理论分析相吻合的。 

 

图4 mc-PPS经一次相位差分后的PRFRFT识别图 

注：图 4(a)为第 4 个信号变换后的输出波形(-9dB)；图 4(b)为第 4
和第 5 个信号变换后的输出波形(-8dB)；图 4(c)为第 1，4，5 个信

号变换后的输出波形(-4dB)；图 4(d)为第 1，3，4，6，7 个信号变

换后的输出波形(8dB)。 

实验 4  表 2 给出了对含有不同分量个数的信号分别采

用 RFRFT 和 PRFRFT 方法识别时，所能达到的最低信噪

比对比。表中数据均为将 7 个分量任意组合后通过 500 次独

立仿真得到。从表中可以看出，当信号分量数较少时，两种

方法性能较为类似。但随着信号分量数的增加，RFRFT 方

法的性能下降严重，此时，PRFRFT 法明显优于 RFRFT。

当信号分量数增加到 4 个后，RFRFT 失效，而 PRFRFT

仍能正确识别。值得一提的是，由于 RFRFT 无需乘积运算，

计算量小，因此，在实际应用中也应予以适当考虑，即当信

号数小于 2 个时，作者建议采用 RFRFT 方法进行识别。 

5  结论 

本文提出了一种简化的分数阶傅里叶算法(RFRFT)，详

细讨论了它的几种重要性质，利用其第(6)条性质即信号经过

RFRFT 后能量被压缩，从而能更好地检测和估计具有大调

斜率的 LFM 信号，并结合一次相位差分法提出了 PRFRFT 

表 2 不同 RFRFT 与 PRFRFT 的识别效果对比(dB) 

信号数 1 2 3 4 5 6 

PRFRFT -9 -8 -4 0 8 － 

RFRFT -9 -6 3 － － － 

注： “－”表示在该信噪比下无法检测，方法失效。 
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算法，实现了兆级以上频率的mc-PPS瞬时频率变化率估计。

同时借助角度变换提高了它识别参数的分辨率。仿真表明，

在低信噪比和多分量的环境下，该方法能有效地滤出噪声和

交叉项的影响。且由于 RFRFT 是线性运算，所以其运算量

不大，易于实现。但此法仅适用于最高阶相位系数不相等的

情况。因此，如何改进算法使其通用性更好，以及如何更有

效地抑制交叉项以及低信噪比下噪声对信号的影响，提高算

法的识别性能，是本文进一步研究的重点。 
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