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1 信信信道道道容容容量量量

对于信道X → Y，如果转移概率P (Y |X)给定，这个信道就已经给定。我们关
心的是，通过这个信道最多可以传送多少信息。
发送X，接收方观察到Y。接收方依据Y去猜测X，所能猜出的程度是互信

息I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X)。因此，给定信道时，接收端
所能获得的信息将不会超过I(X;Y )。如果信道是理想的，I(X;Y ) = H(X)，
收端依据Y可以完全猜出X是什么；如果信道不理想，则I(X;Y ) < H(X)，表
明由于信道引入了一些不确定性，使得我们观察到Y后，不能完全说出X是什
么，但能猜出一些东西来（比如说出一个范围）。例如BPSK信道，发送1万个
二进制符号，总共有210000种不同的可能性，如果信道的互信息是I(X;Y ) =
0.5bits/symbol，那么观察到1万个Y后获得的信息量是5000bit。每1bit信息
能使我们排除一半的可能性。5000bit的信息将使我们能够把全部210000种发
送序列(X1, X2, · · · , X10000)的可能结果划分成25000个小范围，然后排除其中
的25000 − 1个小范围，指出发送序列具体在哪一个小范围内，但不能进一步
说出是这个小范围内的具体哪一个。假如发送的时候并不是210000种可能结
果都有机会发，而是挑出其中的M = 25000个。所有发送向量必然是这M个
中的一个。收端知道这M个可能的发送向量都是些什么，只是不知道每次发
送的具体是哪个。那么依刚才的讨论，收端观察到一万个Y后应该能够准确
地猜出发送的是M个可能性中的哪一个。这种情况下就发端来说，发送的信
息量是log2 M = 5000bits，实际发送的符号数是1万个，平均每个符号携带
了0.5bit 的信息。把原始信息加载到信道符号序列{Xi}上的技术，以及从观察
结果{Yi}识别出发送内容的技术属于“信道编码”的范畴（第9章）。
上面这个例子显示出，能够通过信道传送的信息量是I(X;Y )(bits/symbol)。

不过，“给定信道”（即给定P (Y |X)）这个条件并没有给定互信息I(X;Y )，
它还与P (X)有关：

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) = −
∑

Y

P (Y ) lnP (Y ) +
∑

X,Y

P (X, Y ) ln P (Y |X)

其中的P (Y, X) = P (Y |X)P (X)，P (Y ) =
∑

X P (X, Y ) =
∑

X P (Y |X)P (X)，
可见I(X;Y )的值还与信道符号X的分布特性有关。既然我们关心的是“给定信
道时，最多能传多少”，那么这个量就应该是

C = max
P (X)

I(X;Y )

这个结果叫做“信道容量”或者仙农容量（Shannon Capacity）。
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2 Binary symmetrical channel

二元对称信道（BSC）的输入X ∈ {0, 1}，输出Y ∈ {0, 1}，信道转移概率具有
对称性P (Y = 1|X = 1) = P (Y = 0|X = 0)，P (Y = 1|X = 0) = P (Y = 0|X =
1) = µ，µ就是这个二元信道的误比特率。根据作业，此信道的容量是

C = 1− h2(µ) = 1 + µ log2 µ + (1− µ) log2(1− µ) bits/symbol

达到这个容量时，信道输入X必须是等概的。

3 Gaussian channel

高斯信道也叫做AWGN信道，其信道输出y是信道输入x叠加了0均值的高斯噪
声z：y = x + n (我们会混用大小写来表示随机变量，并无特别的意思，只
是习惯而已)。x和n相互独立。假设发送功率是S = E[x2]，信噪比是SNR =
E[x2]
E[n2] = S

σ2。信道的转移概率是

p(y|x) =
1√

2πσ2
e−

(y−x)2

2σ2

若v是连续随机变量，其熵定义为H(v) = −E[ln p(v)]，这个定义严格说叫“差
分熵”。因为连续随机变量真正的熵是无穷大：熵的定义是−E[log P ]，连
续随机变量的概率是P (v) = p(v)dv，而− lnP = − ln p(v) − ln dv = ∞。但
为了使问题变得有意义，我们使用了定义H(v) = −E[ln p(v)]。dv这个无限
小在计算互信息时将被约去：I(u; v) = H(u) − H(u|v) = E[− ln p(u)du] −
E[− ln p(u|v)du] = E[− ln p(u)]− E[−p(u|v)]。
高斯信道的互信息是I(x; y) = E[− ln p(y)]−E[− ln p(y|x)]。其中− ln p(y|x) =

1
2 ln 2πσ2 + n2

2σ2，其数学期望是ln
√

2πσ2 + 1
2 = ln

√
2πeσ2。因此I(x; y) =

H(y) + ln
√

2πeσ2。欲互信息最大，必须H(y)最大。y是两个独立随机变量
的和，由于噪声的均值为0，所以y的功率Sy是x和n的功率之和：Sy = S +σ2。
有办法证明，给定平均功率E[v2]时，0均值正态随机变量的熵最大。因此
使H(y)最大的y必然是0均值的高斯随机变量，其熵为ln

√
2πe(S + σ2)。因此

信道容量（最大的互信息）是（转换为bit单位）：

C = log2

√
2πe(S + σ2)− log2

√
2πeσ2 =

1
2

log2 (1 + SNR) bits/symbol (1)

达到这个容量的信道输入也必然是0均值的高斯随机变量。

4 限限限带带带的的的AWGN信信信道道道

对于连续时间的AWGN信道，信道输入是x(t)，输出是y(t) = x(t) + n(t)。如
果信道带宽是B，那么噪声n(t)就是一个带限白噪声，其功率谱密度在−B ≤
f ≤ B范围内是常数N0

2 ，噪声总功率是σ2 = N0B。x(t)和y(t)也都是带宽限制
在|f | ≤ B的随机过程。y(t)中的信噪比是SNR = S

σ2。
给定带宽为B时，最高的无ISI传输速率是Rs = 2B，码元间隔是Ts =

1
Rs

= 1
2B。发送信号可表示为x(t) =

∑
k xksinc( t−kTs

Ts
)。由于sinc( t−kTs

Ts
)的

能量是Ts，且两两正交，故发送信号的每符号能量是Es = E[x2
k]Ts，又因

为Es = STs，所以E[x2
k] = S。接收端用匹配滤波器hMF(t) = 1

Ts
sinc( t

Ts
)接
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收后，最佳采样时刻的输出是yk = xk + nk，其中噪声分量nk的均值为0，
方差是 N0

2Ts
= N0B = σ2。yk中的信噪比是

E[x2
k]

E[n2
k]

= S
σ2。根据前面的结果，

信道xk → yk的容量是
1
2 ln(1 + S

σ2 )。就是说平均每个xk可以携带的信息量

是 1
2 ln(1 + S

σ2 )，而每秒钟时间内可以传2B个符号，于是每秒钟内可传输的

信息量就是2B × 1
2 ln(1 + S

σ2 )，这就是著名的仙农公式：

C = B log2(1 + SNR) bps (2)

注意式(1)的单位是bits/symbol，式(2)的单位是bits/second。这两个单位
都可称之为“速率”。它们都是单位时间内的信息量，前者的单位时间
是symbol，后者是秒。

5 信信信道道道复复复用用用

对于时间连续的信道，利用它同时传送多个用户的信号的技术属于信道复用。
考虑两个用户，在0 ≤ t < T时间内用户1 和用户2各自需要传送一个符号，
分别是b1和b2（它们可能是有限状态的数字符号，也可能是模拟信号的采样
值）。若用户1发送信号b1s1(t)，用户2发送信号b2s2(t)，于是叠加后的信道输
入为x(t) = b1s1(t) + b2s2(t)。我们现在首要关心的是如何从混合信号x(t)中分
离出各自的信息，故暂且不考虑噪声。

s1(t), s2(t)是事先设计的，因此收端知道它是什么，收端不知道的只是b1, b2。
为了分离数据，一种方法是将收到的x(t)分别对s1(t)和s2(t)做相关：

r1 =
∫ T

0

x(t)s1(t)dt = b1E1 + b2E12

r2 =
∫ T

0

x(t)s2(t)dt = b2E2 + b1E21

其中E1 =
∫ T

0
s2
1(t)dt和E2 =

∫ T

0
s2
2(t)dt分别是s1(t)和s2(t)的能量，E12 = E21 =

∫ T

0
s1(t)s2(t)dt与两信号的相关系数ρ ,

R T
0 s1(t)s2(t)dt√

E1E2
有关。

从r1, r2复原出b1, b2是一个求解线性方程组的问题。只要s1(t)和s2(t)线性不
相关（即排除s1(t) 6= Ks2(t)的情形，K是任意常数），根据r1, r2就能唯一复

原出b1, b2。实际当中人们更为喜欢的设计是正交设计（
∫ T

0
s1(t)s2(t) = 0），

它在性能、复杂度等方面都有好处。此时r1 = b1E1只和b1有关，r2 = b2E2只
和b2有关。
推广到任意N个用户的情形就是：用任意N个线性不相关的脉冲si(t), i =

1 · · ·N作为各用户的成形脉冲，就可以让它们在同一信道上传输而保证收端可
以将其分离。线性不相关的意思是：任何一个si(t)都不是其他sj(t), j 6= i 的线
性组合。实际当中常用的是正交复用，即{si(t)}两两正交。
有无穷多种构造两两正交信号集的方法。最为常用的方法是：(1)频率正

交，FDM；(2)时间正交，TDM。此外还有码正交CDM（第十章讲）。
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