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摘  要：模糊粗糙集知识约简是模糊粗糙集理论的核心内容之一。该文从粗糙集知识熵出发，结合模糊集隶属度函

数，将其应用于模糊环境下，推广了互信息的度量概念，使其能评价模糊决策表中属性的重要性。并给出了一种模

糊决策表的启发式属性约简算法，通过实例验证了它的可行性，为模糊决策表的属性约简提供了一种有效的方法。 
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Abstract: Fuzzy-rough attribute reduction is one of the important topics in the research on fuzzy-rough set theory. 
In this paper, the information entropy is generalized in rough set so that it could be used to value the importance 
of attribute under fuzzy circumstance. A new heuristic algorithm based on mutual information for fuzzy-rough 
attribute reduction is introduced and illustrated with a simple example.  
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1  引言  

波兰科学家 Pawlak 于 1982 年提出的粗糙集理论[1]是一

种处理不相容、不精确或不完全数据的强有力工具，已成功

地应用于机器学习、模式识别、过程控制等各种领域。但是，

经典的粗糙集理论处理的是符号值，是清晰的数据。而在实

际生活中遇到的更多的都是模糊概念和模糊知识，所以经典

粗糙集理论具有较大的局限性。为此，学者们对粗糙集理论

进行了推广，提出了粗糙模糊集理论[2]和模糊粗糙集理论[3]，

进一步拓宽了粗糙集理论的应用范围。 

知识约简是粗糙集理论的核心内容之一，很多学者从不

同的角度对其进行了研究[4, 5]。文献[4]中提出的基于互信息

的决策表属性约简算法，是信息观下经典粗糙集知识约简理

论的一种有效算法。此外，我们发现关于模糊粗糙集属性约

简方法的研究[6, 7]相对于模糊粗糙集模型上、下近似算子的

研究[2, 3, 8−10]是比较少的。为此本文在文献[4]的基础上，提

出了模糊粗糙集的基于互信息的知识相对约简算法，可以看

到其是经典粗糙集下基于互信息的决策表属性约简算法的

推广，并且通过实例证明其有效性。 
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2  基于互信息的粗糙集属性约简 

为了下文的阐述，在这里对信息观下粗糙集理论及基于

互信息的粗糙集属性约简做必要的介绍。 

定义 1[11]   设U 为一个论域, ,P Q 为U 上的两个等价

关系(即知识)。 ,P Q 在U 上导出的划分分别为 ,X Y : X =  

1 2{ , , , }nX X X" , 1 2{ , , , }mY Y Y Y= " ,则 ,P Q 在U 的子集组

成的 σ−代数上定义的概率分布为 
1 2
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其 中 ( ) | | | |, 1,2, ,i ip X X U i n= = " ; ( ) | | | |,j jp Y Y U=  

1,2, ,j m= " ；符号 | |E 表示集合E 的基数。则知识P 的熵

( )H P 定义为 
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n

i i
i

H P p X p X
=
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知识Q 相对于知识P 的条件熵 ( | )H Q P 定义为 

1 1
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 通过上述定义，文献[11]中将知识与信息熵联系起来并

且证明了粗糙集理论的信息表示与原来的代数表示完全等
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价。而且说明信息表示比代数表示更加直观，在信息表示下，

能够导出高效的知识约简算法。 

但是，为了能够进行有效的知识约简，必须要建立一个

衡量属性重要性的标准。在粗糙集理论的信息观点下，文献

[4]中提出在决策表中添加某个属性所引起的互信息的变化

大小可以作为该属性重要性的度量。 

 设 ( , , , )T U C D V f= ∪ 为一个决策表，且R C⊆ 。那么，

在R 中添加一个属性a C∈ 之后互信息的增量为： 
( { }; ) ( ; ) ( | ) ( | { })I R a D I R D H D R H D R a− = −∪ ∪  (3) 

这里， ( ; )I x y 表示 x 与 y 的互信息； ( | )H y x 表示已知 x 时，

y 的条件熵。 

定义 2 [4]   设 ( , , , )T U C D V f= ∪ 是一个决策表，且

R C⊆ 。则对于任意属性a C R∈ − 的重要性 SGF( , , )a R D

定义为 
SGF( , , ) ( { }; ) ( ; )

( | ) ( | { })

a R D I R a D I R D

H D R H D R a

= −

= −

∪

∪    (4) 

若R = ∅，则 SGF( , , )a R D 变为 SGF( , ) ( )a D H D H= −  

( | ) ( ; )D a I a D= 即为属性a 与决策D 的互信息。SGF( , , )a R D

的值越大，说明在已知R 的条件下，属性a 对于决策D 就越

重要。 

有了上述理论准备，文献[4]完整地提出基于互信息的知

识相对约简(MIBARK)算法。它是以 bottom-up 的方式求相

对约简的。它以决策表的相对核为起点，依据上述定义的属

性重要性，逐次选择最重要的属性添加到相对核中，直到终

止条件满足。 

算法 1 MIBARK(Mutual Information-Based Algorithm 

for Reduction of Knowledge) 

步骤 1  计算决策表T 中条件属性C 与决策属性D 的

互信息 ( ; )I C D ； 
步骤.2   计算C 相对于C 的核 0 CORE ( )DC C= ；一般

来说， 0( ; ) ( ; )I C D I C D< ；有时，相对核 0C = ∅ ， 此时

0( ; ) 0I C D = ； 

步骤 3  令 0B C= ，对条件属性集C B− 重复： 

(1)对每个属性 p C B∈ − ，计算条件互信息 ( ; |I p D  

)B ； 

(2)选择使条件互信息 ( ; | )I p D B 最大的属性，记作

p (若同时有多个属性达到最大值，则从中选取一个与B 的

属性值组合数最少的属性作为 p )；并且 { }B B p⇐ ∪ ； 

(3)若 ( ; ) ( ; )I B D I C D= ，则终止；否则，转(1)； 

步骤 4  最后得到的B 就是C 相对于D 的一个相对约简。 

值得提出的是，MIBARK 算法的复杂度为 2( )O M ，而

且它并不是一个完备的属性约简算法，但是在大多数情况下

确实能够有效地得到决策表的最小约简。 

3  基于互信息的模糊粗糙集属性约简 

模糊粗糙集理论是对粗糙集理论的推广，它将粗糙集中

讨论的对象集合拓展为模糊集，并且将等价关系R ，转换为

模糊等价关系ℜ ，扩大了粗糙集理论的应用范围，有着广泛

的理论和应用价值。因此，模糊粗糙集的知识约简也就显得

必要，但是这方面的研究却并不多。文献[7]给出一种基于属

性依赖度的知识约简的方法，但该方法是以代数表示为基础

的，运算的直观性较差。为此，本文通过模糊粗糙集的信息

熵表示提出了模糊粗糙集知识约简的算法。 

为了下面的讨论，先在经典粗糙集理论下对式(1)，式(2)

改写一下。 
假设论域 1 2{ , , , }nU x x x= " ， ,P Q 为U 上的两个等价关

系(即知识)。 ,P Q 在U 上导出的划分分别为 ,X Y : X =  

1 2{ , , , }nX X X" , 1 2{ , , , }mY Y Y Y= " 。其中 ,i jX X Y Y∀ ∈ ∈

都是可定义集合(crisp set)。引入模糊集中的隶属度函数，于

是对于 iX X∀ ∈ 及 kx U∈ 有 
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式(1)变成如下形式： 
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而式(2)可以表述为 
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通过这样的形式转换，就可以将其应用到模糊粗糙集

中。先定义一个模糊决策表。 

定义 3  设论域 1 2{ , , , }NU x x x= " ，模糊属性集 iA 是由

一族模糊属性 i i i i{ }1 2 1, , , ,M MA A A A +" 组成，其中 i{ }1M
D A

+=

是模糊决策属性，其他为模糊条件属性 i i i{ }1 2, , , MC A A A= " 。

每一个模糊属性可以将论域划分成 jp 个模糊等价类，即

i i i i{ }1 2( ) , , , ( 1,2, , 1)j

j j j j
pF A F F F j M= = +" " ，其中 i (1j

iF ≤  
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)ji p≤ 为一模糊集。我们称由这样的论域与模糊属性集构成

的信息系统 i( , )S U A= 为模糊决策表。 

在上述模糊决策表下，定义模糊粗糙集的知识信息熵和

知识条件熵。 

定义 4  设模糊决策表 i( , )S U A= ， ,P Q 为模糊属性构成

的模糊等价关系(也即知识)， i i i{ }1 2/ IND( ) , , , nU P X X X= " ，

i i i{ }1 2/ IND( ) , , , mU Q Y Y Y= " ， 这 里 i / IND( ),iX U P∀ ∈  
i / IND( )jY U Q∈ 都是论域U 上的模糊集，则定义知识P 的

熵为 
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知识Q 相对于知识P 的条件熵 ( | )H Q P 定义为 
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其中 { }/ IND( ) / IND ,j jU P U A A P= ⊗ ∈� � ， / IND( )U Q =  

{ }/ IND ,j jU A A Q⊗ ∈� � 。 定 义 i i i i i{1 2 :T T X Y X⊗ = ∩ ∀ ∈  

i i i i i}1 2, ,T Y T X Y∀ ∈ ∩ ≠ ∅。此外， ( )μ ⋅ 为模糊集的隶属度函

数，且 i i i i i i{ }1 2 1 2
( ) min ( ), ( ), , ( )

n nT T T T T Tx x x xμ μ μ μ∩ ∩ ∩ =" " ， i
iT

是U 上的模糊集。 

特别地，当模糊等价关系退化为经典等价关系时， ( )H P

即退化为经典粗糙集理论下知识P 的信息熵， ( | )H Q P 也就

退化为知识Q 相对于知识P 的条件熵 ( | )H Q P 。 

有了这些定义后，我们将互信息的概念引入到模糊粗糙

集中，用其来度量模糊决策表中模糊属性的相对重要性。 

设模糊决策表 i( ),S U A= ，ℜ 是模糊条件属性集合。那

么，在ℜ中添加一个模糊属性 jA� 之后互信息的增量为 
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定义 5  设模糊决策表 i( ),S U A= ，ℜ 是模糊条件属性

集合。则对于任意属性 jA C ℜ∈ −� 的重要性 SGF( , , )jA Dℜ�

定义为 

( ) { }( )
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SGF , , ; ( ; )
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j j
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若ℜ = ∅，则 ( )SGF , ,jA Dℜ� 即为 ( )SGF , ( )jA D H D=�  

( ) ( )| ;j jH D A I A D− =� � 即为模糊属性 jA� 与模糊决策属性D

的互信息。 ( )SGF , ,jA Dℜ� 的值越大，说明在已知ℜ 的条件

下，模糊属性 jA� 对于模糊决策属性D 就越重要。 

有了以上的一些基本概念和原理后，我们正式提出基于

互信息的模糊粗糙集知识相对约简(MIBAFRAR)算法。它同

样是以 bottom-up 的方式求相对约简的，但以空集为起点，

依据上述定义的属性重要性，逐次选择最重要的属性添加到

集合中，直到终止条件满足。 

算法 2   MIBAFRAR(Mutual Information-Based Alg- 

orithm for Fuzzy-Rough Attribute Reduction)： 

步骤 1  计算模糊决策表中条件属性C 与决策属性D

的互信息 ( ; )I C D ； 

步骤 2  令ℜ = ∅，对条件属性集C ℜ− 重复： 

(1)对每个属性 i j
A C ℜ∈ − ，计算条件互信息 i( ;

j
I A  

| )D ℜ ； 

(2)选择使条件互信息 i( ); |
j

I A D ℜ 最大的属性，记作 i j
A  

(若同时有多个属性达到最大值，则从中选取一个相似类个数

最少的属性作为 i j
A )；并且 i{ }jA侣⇐ ∪ ； 

(3)若 ( ; ) ( ; )I C D I Dℜ= ，则终止；否则，转(1)； 

步骤 3  最后得到的ℜ就是条件属性C 相对于D 的一

个相对约简。 

4  实例分析 

为了考察 MIBAFRAR 算法的有效性，利用本文的

MIBAFRAR 算法对表 1 所示的模糊决策表进行约简。表 1

中前 3 个属性是条件属性，最后一个“Class”为决策属性。

第一个条件属性“Temperature”有 3 个模糊等价类。 

(1) 对该表，计算得 ( ; ) 0.1480I C D = 。 

(2) 令 ℜ = ∅ ，对 i j
A C ℜ∀ ∈ − ，计算条件互信息

i( ); |
j

I A D ℜ ： 
i1

( ; ) 0.0458I A D = ， i2
( ; ) 0.1205I A D = ， i 3

( ; ) 0.0024I A D = − 。 
可以看出，使条件互信息最大的属性为“Humidity”，

所以更新后的 i{ }2Aℜ = ，并且，新的 i{ }( )2
( ; ) ;I D I A侣 =  

0.1205= 。 

 下一步，用同样的方法可求得，使 i( ); |
j

I A D ℜ 最大的

属性为“Windy”，所以，更新后的 i i{ }2 3
,A Aℜ = ；并且，

新的 ( ; ) 0.1472I Dℜ = 。 

 此时， 3| ( ; ) ( ; ) | 10I C D I Dℜ −− ≤ ，我们可视为在允许

的误差范围内，故程序终止。因此，属性集{Humidity，Windy}

就是该模糊决策表的一个相对约简，约简后的模糊信息表为

表 2。 
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表 1 

Temperature Humidity Windy Class  

 Hot Mild Cool High Normal Flase  Ture Positive Negative 

1 0.9 0.1 0 0.8 0.2 0.7 0.4 0.4 0.7 

2 0.8 0.2 0.1 0.9 0.2 0.1 0.8 0.3 0.7 

3 0.9 0.1 0.1 0.9 0.1 0.9 0.1 0.8 0.3 

4 0.1 0.9 0 0.6 0.5 0.8 0.3 0.6 0.5 

5 0 0.1 0.9 0 0.1 0.8 0.2 0.9 0.2 

6 0 0.2 0.9 0.1 0.9 0.1 0.9 0.3 0.8 

表 2  约简后的模糊信息表 

 Humidity Windy Class 

 High Normal Flase Ture Positive Negative 

1 0.8 0.2 0.7 0.4 0.4 0.7 

2 0.9 0.2 0.1 0.8 0.3 0.7 

3 0.9 0.1 0.9 0.1 0.8 0.3 

4 0.6 0.5 0.8 0.3 0.6 0.5 

5 0 0.1 0.8 0.2 0.9 0.2 

6 0.1 0.9 0.1 0.9 0.3 0.8 

5  结束语 

粗糙集是数据分析的一种强有力的理论工具，然而它不

能直接应用到模糊环境中。本文首先改写了粗糙集中知识熵

与条件熵公式，由此推广到模糊数据下，从信息的角度描述

了模糊知识。然后，在此基础上，提出了一种基于互信息的

模糊知识相对约简的启发式算法。最后，通过实例分析表明，

在多数情况下该算法能够得到模糊决策表的最小约简。 
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