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(p1(x), . . . , pn(x)) 0 ýµí�, f(a) = (p1(a), . . . , pn(a))
ý��îó\ü�������ÿ2í�,��-û£ð�� íVý��Lü^ñõýÖüLí��Bñ��Hö�ñ��	���HþWP

í9üLíVýËò½þ,ò�#
F
'

" ��ÿ��-]Dþ��2í�,��Tÿ��	�^ñ��	�Tò�#?ü8���Hófísò½ñ�ò�#®ö{ò�� ôPþ�ò½û�ýÖü�����ü��oû2ü �
{
ÿ��	�

(pi)|i = 1, . . . , n}
'

" ý í�,°í�,�ý���ÿ��-]DþÛý ísý ò½þ£í�,��?ü � òh���Bó�ò½ñVñ��	�õöcò½þÛÿ��Hþ�ó-�5ý���ÿ��	�^ñ��	�?ö�ñ��	���Hñ��Pý þ��§ýËþ£í�,������Hþ����� �í�,DüÑíý�#¸í�,���ð�þ�ý��^üLñVýÖüÑí��£ñ��Hö�ñ��	����þ�í9üLíVýËò½þ ,�ü��§ÿ��	�½ñ��	�
d
 �í�,��Hþ í�,���û£ð��µísý��Lü^ñõýÖüLí���ñ��Hö�ñ��	����þ�í9üLíVýËò½þ

,Dü��Bÿ��	�^ñ��	�
q
P 0 �Hý���,�í?ò�#4ÿ7' ([,��Hñ�� � ô*í�,�� q

P 0 �Hý���,�í?ý��®í�,��§þ�ð�û � �HñBò�#�þ�ò½þWP �	��ñVòH�	����û���þ�í��ýËþ í�,��
q
P¡üLÿ�ýËó£ñ��Hö�ñ��	���Hþ�í9üLíVýËò½þ ò�#

d
'+ì ��þ���û2üLö�ö�ýËþ����«ò½þ

F
n
q
0 ý���� � ��ü���ð��VðDü��:ÿ���þ�ò^í��Hÿ

� ô Ax + c
 0 ,���ñ�� A

ÿ��HþÛò^í��-�°ü^þ
n × n

PÜû2üÑísñVý �" 
x = (x1, . . . , xn)

üLþ�ÿ
c ∈ F

n
q

'�(�ò
1��-�Hö í�,��oÿ��	�Vó�ñVý öÛísý ò½þ�ý þ,í�,���ñ��-�õí5ò�#�í�,�ý��?öDüLö"��ñ-ü��I�õýËû�ö����§ü��?ö{ò����õý � ���� 0 ��ó�ò½þ��Vý ÿ��Hñ®í�,��ñ��-�Vð��µíÁò�#&ü�ûTüLísñõý�� P����Hófísò½ñ�P�û£ð��µísý ö��Ëý ó\üLíVýËò½þoü��¸üoñVò 0 ���Hófísò½ñÁü^þ�ÿTí�,�ð��îü��:í�,��-û£ð��µísý��^üLñVýÖüÑí��
ñ���ö�ñ��-���Hþ�ísüLísý ò½þ�ò�#4ü^þ�ü
��þ��§ûTü^ö�ö�ý þ���'

� ò 0 0 �����Hñõô � ñVý�����ôÓÿ��-�Vó�ñVý � �`ü � ü��Vý ó�M�N4ïQPSRÁñ±ôPöÛísò��±ô��õí���û 0 ý í�, � ñVü^þ�ó/,��-�	' ([,��
����óHñ��fí�1���ô*ó�ò½þ��Vý��õí��Bò�#��

D�'
n = n1 + · · · + nl

 Qü+öDüLñõísýµísý ò½þXò�#
n
'

VW'�N�ý��	�Ëÿ����Pí���þ��Vý ò½þ��
Fqnk

òh����ñ?ü^] �W�Hÿ � ü����+] �	� ÿ
Fq

#áò½ñ
k = 1, . . . , l

'F([,��+]��	�Ëÿ�� 0 ý����
� �£ñ���ö�ñ��-���Hþ�í��Hÿ � ô`í�,��£ó/,�ò½ý ó	�£ò�#>üLþ ýËñVñ��Hÿ�ðÛóHý � ����öcò��µôPþ�ò½û�ýÖü��

Fq[X]
ísòXó�ò½þ��±ísñVðÛó�í

Fqnk

üLþ�ÿ£ü^þ
Fq

P � ü��Vý��	 0 ,�ýËó/,oÿ���í��HñõûTý þ��	�&í�,��¸ý��Vò½û�ò½ñVö�,�ý��õû � ��í 0 �	�Hþ
F

nk
q

ü^þ�ÿ
Fqnk

'
5�'I��M�N4ïQPÜöcò��µôPþ�ò½û�ýÖü�����ò�#-ÿ��	�½ñ��	�

dk

 Áí�,DüLí�ý��°ö{ò�� ôPþ�ò^ûTýËü����oò�#-í�,���#áò^ñVû
Hk(X) =

∑n−1

i,j=0
βij,kX

qi+qj

+
∑

i αi,kX
qi  

0 ,���ñ�� βij,k, αi,k ∈ Fqnk , k = 1, . . . , l
'

9�'I( 0 òTü
��þ�� � ýKJ���ó�íVý�����íVñsü^þ��S#áò½ñVûTüLíVýËò½þ�� S = Ax + c, T = Bx + d
ò�#

F
n
q

'
([,�ý��5óHò½þ��õísýµísðÛí��	�?í�,��^����óHñ��fí+1���ô�'�([,��oö�ð � � ýËó&1��fô ý��5ÿ���ñVý����Hÿ � ô`ó�ò½ûTöÛðÛísý þ���í�,���û£ð�� íVý�P
�Lü^ñVýËüLí���ñ��Hö�ñ��	����þ�í9üLíVýËò½þ8#áò½ñ[�\üLó/,�ò�#�í�,��

Hk

ÿ���þ�ò^í��Hÿ � ô

(h1(x1, . . . , xn1), . . . , hn1(x1, . . . , xn1))
(hn1+1(xn1+1, . . . , xn1+n2), . . . , hn1+n2(xn1+1, . . . , xn1+n2))'''
(hn−nl+1(xn−nl+1, . . . , xn), . . . , hn(xn−nl+1, . . . , xn))

�SDh�

ï:ü^ó/,*ò�#&í�,��-���
ni

PÜíVð�ö����-�Áó�ò½þ��õíVý íVðÛí��-�?ü � ñsüLþ�ó/,7'�RÁò½û � ý þ�ýËþ��oí�,��	��� ni

P¼ísð�ö����	�.�^ý����-�®ü^þ
n
P

ísð�ö����-ò�#&öcò�� ôPþ�ò½û�ýÖü����
(h1, . . . , hn)

ý þ
n
�^üLñVýÖü � ���-�	'Q([,��«ö�ð � � ýËó�1��fô (p1, . . . , pn)

ý�� �½ý����Hþ
� ôTí�,��-ó�ò½ûTö{ò��õý ísý ò½þ T ◦ (h1, . . . , hn) ◦S

üLþ�ÿXóHò^þ��Vý��õí��¸ò�#
n
�Pð�ü^ÿ�ñsüÑísýËóBö{ò�� ôPþ�ò½û�ýÖü����4ý þ

n�Lü^ñVýËü � ���-�	'.([,Ûý��BýËû�ö��Ëý��	�îí�,�üLí5í�,�� � ü����&] �	� ÿ
Fq

ý��Bö�ð � � ýËó�' � ò^í��� Qí�,DüLíBí�,���ö{ò�� ôPþ�ò½û�ýÖü����
ýËþTÿ�ý
�"�Hñ��Hþ�í � ñsü^þ�ó/,��	�.,DüY���«ÿ�ý
�"�Hñ��Hþ�í�����í��îò�#7�Lü^ñõýÖü � ���	�>ü^þÛÿTí�,��	���«ü^ñ��BûTý �W�Hÿ2ðÛö � ô S, T

'
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([,��z#áò����Ëò 0 ý þ��5ÿÛýÖü��½ñVü^û ÿ��-�VóHñõý � �	��í�,��z��þ�óHñ±ôPöÛísý ò½þZ�Vó/,���û����[ýËü-óHò^ûTö{ò��Výµísý ò½þoò�#Dû2üLö�ö�ýËþ����ÿ��$]Dþ��Hÿ2ò½þTí�,��O] �-�Ëÿ����Pí���þ��Vý ò½þ��	 [ýf':��'�óHò½û�ö�ðÛíVýËþ��
(p1(a), . . . , pn(a))

ý��%����ð�ý��^ü����Hþ�í>ísò�ü^öWP
ö��µô[ý þ��oí�,��«ó�ò½ûTö{ò��õý ísý ò½þ�ò�#3í�,��«ûTü^ö�öÛýËþ����>ýËþTí�,��«ÿÛýÖü��½ñVü^ûÝísò

a
'F([,Ûý��ÁÿÛý
�"�Hñ���þ�í®öcò^ýËþ�íîò�#

�Pý�� 0 ý��«ýËû�öcò^ñõí9üLþ�íO#áò½ñ«ò½ðÛñ�ü^þDü��µô��Vý��-'^([,��Hñ�� � ô Ψ
ÿ���þ�ò^í��	��í�,��+óHü^þ�ò½þÛýËó\ü���ý��õò½û�ò½ñVö�,Ûý��Vû

#áñVò^û
F

n
q

ýËþ�íVò
F

n1
q × · · · × F

nl
q

üLþ�ÿ
φi

í�,��+óHü^þ�ò½þÛýËó\ü��4ý��õò½ûTò^ñVö�,�ý��Vû #áñVò½û
F

ni
q

ý þ�ísò
Fqni�½ý����Hþ � ôXí�,���ó/,Ûò�����þ � ü��õý��-'

F
n1
q

φ1
→ Fqn1

H1→ Fqn1

φ−1
1→ F

n1
q

F
n
q

S
→ F

n
q

Ψ

↗

↘

''' '''
Ψ−1

↘

↗ F
n
q

T
→ F

n
q

F
nl
q

φl→ Fqnl

Hl→ Fqnl

φ−1
l→ F

nl
q

� ò 0 ýµí � �Hó�ò½û��-�?ü^ö�öDüLñ��Hþ�í	 �í�,DüLíîý�#�ü^þ`üLíõí9ü^ó/1��Hñ?ý��®ü � ���-íVò+ñ���óHòh����ñ?í�,�� � ñVü^þ�ó/,��-�	 \,��ý��?ü � ���«íVòTüÑíVí9üLó/1)�-���Hñõô � ñVü^þ�ó/,�����öDü^ñsüÑí��	�µô�'
ì � ü��Vý ó M�N4ïQPSRÁñ±ôPöÛísò��±ô��õí���û ý��`ü �±ôW�±í���û 0 ,��Hñ�� l = 1

' ([,�� þ�ò 0 ü^ÿDü\ô��0ö�ñõò½öcò����Hÿ
�Vó/,��HûH�	�¸ü^ñ��.�Lü^ñõýÖü^þ�í���ò�#Qí�,�ý�� � ü��Vý ó[�õô��õí��Hû ü��X#áò^ñX���Ûü^û�ö��������Qü���,Tò½ñ��«ðDüLñõí �t�B���-�^
:5W @V=���E'ú�þ��õò½û��oÿ��	�õóHñõýËöÛíVýËò½þ��?í�,��£ð�þ�ý��^üLñVýÖüÑí��§öcò�� ôPþ�ò½û�ýÖü����.,DüY���£ü2óHò½þ��õí9üLþ�í-í��HñõûU' �[ý þ�ó	��í�,��-���
ó\üLþ � �oó\ü^ö[ísð�ñ��Hÿ � ô T

 0 �u��1�ýËö�ö*�Hÿ0ýµí-ý þ ò½ðÛñ-ÿ��-�VóHñõýËöÛíVýËò½þ �����-�+ü����VòTí�,���þ����PíG����ó�íVýËò½þ\�E'ú�þÓí�,��8������ð��	�®í�,��,û£ð��µísý��Lü^ñõýÖüLí��2üLþ�ÿwð�þ�ý��Lü^ñõýÖüLí��Xñ���ö�ñ��-����þ�ísüLísý ò½þ���ü^ñ��,óHò½þ��õýËÿ���ñ���ÿ 0 ýµí�,ñ��-�Vö*�Hófí¸íVò�í�,�� � ü����-�¸ó/,Ûò�����þ � ô+í�,��?ÿ��-�Vý��½þ��Hñ-'FNDò½ñ�ò½ð�ñ>üLíõí9ü^ó/1 � 0 �?ÿ�ò�þ�ò^í>þ��-�Hÿ�ísò&1�þ�ò 0í�,��	��� � ü����	� �Vý þ�ó	� 0 � 0 ý����W��,�ò 0  �í�,DüLí¸ü����Ûþ���ó	�-���süLñõô�ýËþ�#áò^ñVûTüLísý ò½þ�óHü^þ � �?óHò½û�ö�ðÛí��HÿC#áñVò½ûí�,���öÛð � �Ëý óG1��fô�'
� ò 0 0 �*ü^ñ��)�½ò½ý þ�� íVò���,�ò 0 ,�ò 0 íVò óHò½þ��õísñõð�ó�í�ü0þÛò½þDü����VòPóHýÖüÑísý����

Fq

P�ü������ � ñVüU#áñVò½û
ü^þ MON4ïQPSRÁñõôPöÛíVò��õô��±í��Hû�' ([,�ý�� 0 ý���� � �Xí�,��)#áò^ð�þ�ÿDüLíVýËò½þ #áò½ñ�í�,��*ü����½ò^ñVý í�,�ûH�oö�ñ��	���Hþ�í���ÿ
�ÖüÑí��Hñ-'��¸ôÓü�þ�ò½þDü����VòPóHýËüLísý����

Fq

P�ü������ � ñVü U 0 �,ð�þ�ÿ���ñ��±í9ü^þ�ÿÂü^þ
Fq

P�����ó�íVò½ñ��õöDü^ó	� 0 ýµí�,wüû£ð��µísý ö��Ëý ó\üLíVýËò½þ7 0 ,ÛýËó/,`ý��[�Vò°í�,�üLí

λ(xy) = (λx)y = x(λy)
#áò½ñ?ü����

λ ∈ Fq, x, y ∈ U ,

ü^þ�ÿ 0 ,�ýËó/,2ý��¸ü����õò � ý��Ëý þ��\ü^ñ��áýf':��' (x+ y)z = xz + yz, z(x+ y) = zx+ zy)
'F([,��«ü����VòPóHýÖü�P

ísý����+�Ëü 0 ý��ÁþÛò^í � �Hý þ��+ü����Vð�ûH�Hÿ7'�ì5þ,ýËþ�ísñõò[ÿÛð�ó�íVýËò½þ�ísò�í�,�ý����Vð � J���ó�í?óHü^þ � ��#áò½ð�þ�ÿ,ý þ6
�DY9��k'
� ý�����þXü^þ�M�N�ïXP ? ò��µôPþ�ò½û�ýÖü��

H(X) =
∑n−1

i,j=0
βijX

qi+qj

+
∑n−1

i=0
αiX

qi 0 �Bÿ��$]Dþ��«ü�û£ð���Písý ö��Ëý ó\üLíVýËò½þTò½þ
Fpn

ü��[#áò���� ò 0 � �

M(a, b) := H(a + b) − H(a) − H(b).

�[ý þ�ó	�
M
ý��t�^ý�����þ � ô í�,����õð�û ∑n−1

i,j=0
βij(a

qi

bqj

+ bqi

aqj

)
í�,�ý��§û£ð�� íVýËö�� ýËóHüLísý ò½þ ý þ�ÿ�ð�ó-�	�

ýËþÛÿ��	��ÿ ü^þ*þ�ò^þDü����õò[ó�ýÖüLíVý����§ü^þ�ÿ`óHò½û�û£ðÛísüLísý����§ü������ � ñVü�'4ìO��ü^ýËþ 0 ��ó\ü^þ`ÿ��Hñõý���� n
ö{ò�� ôPþ�ò=P

û�ýÖü����
mi

ýËþ
x1, . . . , xn

ü^þ�ÿ
y1, . . . , yn

 0 ,�ý ó/,��½ý����§í�,��oû£ð�� íVý��Lü^ñõýÖüLí��«ñ���ö�ñ��-���Hþ�ísüLísý ò½þ0ò�#
í�,��+û2ü^öÛö�ýËþ��

M
'n([,Ûý��«ý���ü^ó/,�ý��-����ÿ �õýËû�ý��Ëü^ñ®ísòXí�,��£ð�þ�ý��^üLñVýÖüÑí���óHü����� � ðÛí&,���ñ�� 0 �Z,DüY���í�,���ÿ��-]Dþ�ý þ��°ñ��-�ÖüLíVýËò½þ

M(

n
∑

i=1

αibi,

n
∑

i=1

βibi) =

n
∑

i=1

mi(α, β)bi,
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0 ,��Hñ�� b1, . . . , bn

ý��?ü � ü��Vý��®ò�#
Fqn

'�ú�#
L1, L2

ü^ñ��t� ýËþ��Hü^ñîûTü^ö�ö�ý þ����îòh���Hñ
Fqn

 �í�,��Hþ
M ′(a, b) := L2(M(L1(a), L1(b))

ý þ�ÿ�ð�ó-�	�5üZ���Hó�ò½þ�ÿ ü������ � ñsüW'
" � 0 ý����!���	�� (í�,DüÑí-í�,��£û£ð��µísý��Lü^ñõýÖüLí��«ñ���ö�ñ��-����þ�ísüLísý ò½þ ò�# M ′

ó\ü^þ � ��óHü��Ëó�ð��ÖüÑí��Hÿ�#áñVò½û í�,��
ö�ð � � ýËó�1��fô � ô�óHò½û�ö�ðÛíVýËþ�� pi(x + y)− pi(x)− pi(y)

 ��-���Hþ 0 ,��HþXí�,������Hó�ñ���íÁísñsüLþ���#áò½ñõû2ü�Písý ò½þ��
S, T
ü^ñ���ü
��þ��������	� �W�Hófísý ò½þ89 �$'

� � �fë�� ë�ä��§å3ë�ä�� å�� ���	� ä � � ��æ�å  7ç�

�����
� ��ó\ü����«í�,DüÑí üwö{ò�� ôPþ�ò½û�ýÖü��

q(x1, . . . , xn)
ý��*ó\ü�������ÿ ,Ûò½ûTò����Hþ���ò½ð��*ò�#�ÿ��	�½ñ��	�

d
 «ý�#£ü����

ûTò^þ�ò½û�ýÖü����Bí�,DüLí§òPóHóHðÛñt,�üh���°ÿ��	�½ñ��	�
d
' " �H�±í9ü^ñ±í 0 ý í�, üA���Hû�û2ü� 0 ,�ýËó/, ý���ó�ñVð�ó�ýÖü���#áò½ñò½ð�ñ-ü����½ò^ñVý í�,�û�'ÁúÜí+��,�ò 0 �-í�,�üLí5í�,��£ü �Tþ���öDü^ñ±í��5ò�# S, T

ü^ñ��oþ�òLí«û�ý��W�Hÿ�ð�ö ö�ñõò½ö*�Hñ��µô � ôí�,��5ü^ö�ö��ËýËóHüLísý ò½þ£ò�#
S, T

 0 ,��Hþ�í�,��?ö{ò�� ôPþ�ò^ûTýËü�� H(X)
ý��>ü����õòt,Ûò½ûTò����Hþ�ò^ð���ýËþ+í�,��O���Hþ����� 

í�,DüÑí-ü����(û�ò½þ�ò^ûTýËü���� ,DüY���§í�,��G#áò½ñõû
βijX

qi+qj '
������������� �"!$#

Fq 6= F2 %'&)(�* #,+-! */. !$# S(x) = Ax + c, T (x) = Bx + d 0 ! 021 3 !54$# 1,6 !7�8:9 !<; 7$=>= 1 9�?A@CB 6 ! * Fqn D 1 #,+ ( 9 1,6 7 * 1 7 #E! * ! = * ! @ ! 9 # 7 # 1 BA9 L1 + c, L2 + d 7F9HG H(X) =
∑n−1

i,j=0
βijX

qi+qj %IKJ
p1, . . . , pn

G ! 9)B #L! @ #,+-! = ( 0 . 1 4NM>!$O B JP#K+-! * ! @ (�. # 1 9�? 4 * O = # BQ@ O @ #L!$;SRT#,+-! 9 pi(x) = qi(x)+
li(x) + ai

R D +-! * ! ai 1 @U7 4 BA9V@ # 7F9 #,R li 1 @ . 1 9 ! 7 * 7F9HG qi 1 @ + B ; BW? ! 9 ! B ( @UB J G ! ? * !5! 2 %
&X(�* #K+-! * ; B * ! (q1, . . . , qn) 1 @ #K+-!�; (�. # 1,6 7 * 1 7 #L! * ! = * ! @ ! 9 # 7 # 1 BA9�B J L2 ◦ H ◦ L1 %YZ���[�]\_^a`X� ([,��,ñ��	�õíVñVý ó�ísý ò½þ #áò½ñn]��	�Ëÿ�� 0 ý í�, q = 2m

ý��£þ���ó	�	���sü^ñ±ô� Áü��+ò^í�,��Hñ 0 ý����Xí�,��
����ðDü�� ý í�ô

x2 = x 0 ò^ð��Ëÿ ÿ��	�õíVñVòkô í�,��)�½ñVü^ÿ�ðDüLí��Hÿ �±ísñVðÛó�ísðÛñ��*ü^þ�ÿ í�,��Xñ��Hö�ñ��	����þ�í9üLíVýËò½þwò�#
L2 ◦ H ◦ L1

óHò½ð�� ÿ*þ�ò^í � ��ñ��Hó�ò����Hñ��Hÿ7'
b * BQB J % ([,��§ö�ñVòPò�#�ý��[�½ý����Hþ*ý þ*í�,��G#áð����"���Hñ��Vý ò½þ�ò�#�í�,�ý��®öDüLö"��ñ	'ú�þoí�,�ý���� �[í��Hþ�ÿ��Hÿ°ü � �±ísñVü^ó�í 0 �îñ��	�±ísñVý ó�í�ísò�ü��Vý ûTö����:ó\ü���� 0 ý í�,�ò½þ�� � ñsüLþ�ó/,7 ½ýk'4��'�ü � ü��Vý ó
M�N4ïQP�RÁñõôPöÛísò��õô��õí��Hû 0 ýµí�,Úü �Vý ûTö����C,�ýËÿ�ÿ��HþÚö{ò��µô[þÛò½ûTýËü��f'�([,��Xÿ��fí9ü^ý����G#áò½ñ§í�,������Hþ��Hñsü��ó\ü���� 0 ý���� � �t�½ý����Hþ ýËþ�í�,��^#áð����7����ñ��õýËò½þ0ò�#4í�,�ý��5ö�ü^ö"��ñ	' " � 0 ý����!�õí9üÑí��oí�,��n���Hþ���ñsü���ñ��-�Vð��µíò�#�í�,��G#áð����<����ñ��Vý ò½þ�üLí®í�,��&��þ�ÿ�ò�#�í�,�ý��I����ó�íVýËò½þ7'
" � 0 ý�������,Ûò 0 ,�ò 0 ísòt�	� ýËû�ýËþDüLí��Áí�,��5ü �Tþ��5öDüLñõí��>ò�# S, T

 �ý�#(í�,�� � ü�����] �-�Ëÿ�ý��
F2m

 0 ,���ñ��
m > 2

ü^þ�ÿ
H(X) = βXqi+qj

, i 6= j
' �>ô �	� ýËû�ýËþDüÑísýËþ�� 0 �,ð�þ�ÿ��Hñ��±í9ü^þÛÿÂí�,DüLí 0 � 0 ý����óHò½û�ö�ðÛí��

d
üLþ�ÿ

A−1(c)
'�NDñVò½û$í�,Ûý��&ý í�ý��!�\ü��õô«íVò?íVñsü^þ���#áò½ñõû�í�,�� �±ô��õí���û

T◦(h1, . . . , hn)◦SýËþ�ísò
B ◦ (h1, . . . , hn) ◦ A

' � òLí��� �í�,DüÑíoý�#
(y, x)

ý���ü�ö��Ëü^ýËþ�í�� �PídcLó�ýËö�,���ñõí����Pí�ö�ü^ýËñ§ò�#¸í�,��
]Dñ��±íz�±ô��õí���ûU �í�,��Hþ

(y−d, x+A−1(c))
ý��4í�,��5ó�ò½ñVñ��	�Vö{ò½þ�ÿÛýËþ���öDü^ý ñ�ò�#cí�,������Hó�ò½þ�ÿTò½þ��Bü^þ�ÿ

�PýËó	�u���Hñ��sü�'Z([,�ý���ýËû�ö��Ëý��	�- {í�,DüLí§ö��Ëü^ýËþ�í�� �PídcLó�ýËö�,���ñõí����Pí�P�üLíVísü^ó/1 �«ó\ü^þ � �+ó\ü^ñõñVý���ÿ ò½ðÛí�òh���Hñí�,��&���HóHò^þ�ÿ �±ôW�±í���ûU'
" ý í�,�ò½ðÛíF� ò�����ò�#*���Hþ���ñsü�� ý í�ô 0 �?ü����VðÛû��îí�,DüLí H(X) = Xqi+1, i 6= 0

' %-í�,���ñ 0 ý����®óHò½þ��VýËÿ��Hñ
((L2+d)◦(βXqj

))◦(Xqn−j

◦(Xqi+qj

))◦(L1+c)
 0 ,�ýËó/,Z�½ý����-��ü^þu�	�PðÛý��Lü�����þ�íQ�±ôW�±í���ûU �ýk'4��'

ü��õô��±í��Hû 0 ý í�,�ÿ�ý��<��ñ���þ�í �" :( � ðÛíX� ��üLó�í��µô§í�,����sü^ûH�¸öÛð � �Ëý ó�1���ô�ü^þ�ÿ+ü�,�ýËÿÛÿ��Hþ£ö{ò��µô[þÛò½ûTýËü��ò�#(í�,��Bÿ��	�õýËñ���ÿ�#áò½ñõûU'�NDñVò½û í�,����ÖüLíõí���ñ�óHò½û�öcò��Vý íVýËò½þ+ýµí:ý��%�\ü��õô+ísòt���-�� 0 ,�ô 0 �BóHò½ð�� ÿ���1�ýËöí�,��§ó�ò½þ��õísü^þ�í-ý þXí�,��&����þ��HñVü��&ÿ��-�VóHñõýËöÛíVýËò½þ*ò�#QM�N�ïXP��õô��õí��HûH�	'
" �.,DüY���

M(a, b) = aqi

b+bqi

a
'4ì þDüLíVð�ñsü�� ��ð��	�±ísýËò^þ+ýËþ�í�,��Áí�,��Hò½ñ±ô�ò�#QþÛò½þDü����VòPóHýÖüÑísý����

ü������ � ñVü��°ý��+ísò �ËòPò�1 #áò½ñ�ü����®ü^þ�þÛý�,�ý��ÖüLíVýËþ����-����û���þ�í��	 îýk'4��' #áò½ñ�ü����®û2üLö�ö�ýËþ����
M(a, ·)

ò½ñ
M(·, a)

�jí�,��t�Vò2ó\ü������Hÿ8���-#jí5ò½ñ5ñõý���,�íBû£ð��µísý ö��Ëý ó\üLíVýËò½þ����$ 0 ,�ýËó/,U�^üLþ�ý���, ò½þ
Fqn

' " � � �	�½ý þ
0 ý í�,*üC�õýËû�ö����O����ûTûTü�'�ìO� M

üLþ�ÿ
M ′
ü^ñ���ó�ò½û�û£ðÛí9üÑísý���� 0 �§ò½þ�� ô�,DüY����íVò+óHò½þ��õýËÿ���ñ[���$#jíû£ð��µísýËö��ËýËóHüLísý ò½þ��-'

;



�N� �[�[� � � �"!$#
i 6∈ {0, n} %

� % I,J M(a, b) = aqi

b + bqi

a = 0
J B * 7 .,. b ∈ Fqn

R�#,+-! 9 a = 0 %
� % I,JU#,+-![45+ 7 * 7 4$#L! * 1 @ # 1 4 B J Fqn 1 @ 2

R/#,+-! 9 #,+-!UM>! * 9 ! . B J #K+-! ; 7$=>= 1 9�? M(a, ·) 1 @
aFq ����� (i,n)

J B * a 6= 0 %
	 % I,J M ′(a, b) = 0

J B * 7 .,. b ∈ Fqn

R #K+-! 9 a = 0
J B * 7 .,. 021 3 !54$# 1,6 ! . 1 9 ! 7 * ; 7$=>= 1 9�?A@

L1, L2
B 6 ! * Fqn %


 % I,J #K+-!�45+ 7 * 7 4$#L! * 1 @ # 1 4 B J Fqn 1 @ 2
R #,+-! 9 #K+-!�M>! * 9 ! . B J #,+-! ; 7$=>= 1 9�? M ′(a, ·) 1 @

L−1

1 (L1(a)Fq ����� (i,n))
J B * a 6= 0 %

b * BQB J % ([,���ö�ñVòPò�# 0 ý���� � �G�½ý����Hþ`ýËþ,í�,��G#áð����<����ñ��õýËò½þ`ò�#�í�,�ý��®öDü^ö*�Hñ	'
� ò 0 0 � 0 ý����L��,�ò 0 #áò½ñ5ò^ð�ñO�õö"��óHýËü���óHü����n,�ò 0 ísòXñ��	�ÖüÑí��§í�,��oö�ñVò � ���Hû ò�#%�	�Ëý ûTý þDüLíVýËþ��í�,��§íVñsü^þ����ÖüÑísýËò^þ��Áísò+í�,��§ö�ñVò � ���Hû7ò�#Q]�þ�ÿ�ýËþ��TüLþ�þ�ý�,Ûý��ÖüÑísýËþ��^�-���HûH�Hþ�í��	'
([,��,ö�ð � �ËýËó�ö{ò�� ôPþ�ò½û�ýÖü����§ü^ñ��2í�,��Tû£ð��µísý��Lü^ñõýÖüLí��+ñ���ö�ñ��-���Hþ�ísüLísý ò½þÓò�# P (X) := (L2 +

d) ◦ Xqi

X ◦ (L1 + c)
'%MO�HþÛó	� 0 �§ó\üLþ�ó�ò½ûTöÛðÛí���í�,���û�ð�� íVý��Lü^ñVýËüLí��Bñ���ö�ñ��-����þ�ísüLísý ò½þ`ò�#

P (X+Y )+P (X) = L2(L1(X)qi

L1(Y )+L1(Y )qi

L1(X)+L1(c)
qi

L1(Y )+L1(Y )qi

L1(c))

+L2(L1(Y )qi

L1(Y )).
� �õýËþ�� � ��ûTûTü+DF�½ý����	��í�,���û£ð��µísý��Lü^ñõýÖüLí���ñ��Hö�ñ��	���Hþ�í9üLíVýËò½þ§ò�#�í�,��F�Öü��±í�í���ñVû

L2(L1(Y )qi

L1(Y ))#áñVò^û í�,���ö�ð � � ýËó&1��fô�' �[ò 0 �oó\ü^þ �	�Ëý ûTý þDüLí��5í�,Ûý��?í��Hñõû � ôU�õð � íVñsü^ófísýËþ��2ý í	'z([,�ý�� 0 ü\ô 0 �
���fíBí�,��§û£ð��µísý��Lü^ñõýÖüLí��5ñ��Hö�ñ��	���Hþ�í9üLíVýËò½þ`ò�#

L2(L1(Y )qi

(L1(X) + c) + L1(X + c)qi

L1(Y )) = M ′(X + L−1
1 (c), Y ).

NDñVò½û � �Hû�û2üu5 0 �&,DüY����í�,DüÑí M ′(a + L−1

1 (c), Y )
ý��îí�,�� �	�HñõòTûTü^ö�öÛýËþ��£ý��

a = L−1

1 (c)
'

([,�ý��ÁôPý��	� ÿ��z�±ísñVü^ý���,�í�#áò½ñ 0 ü^ñVÿTísò�í�,���#áò����Ëò 0 ýËþ��oü����½ò½ñVýµí�,�ûÝíVòu�	� ýËû�ýËþDüÑí��®í�,��5ísñsüLþ����ËüLísý ò½þ�� �
D�'ORÁò½û�ö�ðÛí��oí�,���û£ð�� ísý��Lü^ñVýËüLí���ñ��Hö�ñ��	����þ�í9üLíVýËò½þ0ò�#

M ′(a + L−1

1 (c), Y ) � ô ó�ò½û�ö�ðÛísý þ��
pi(x1 + y1, . . . , xn + yn) + pi(x1, . . . , xn)

ü^þ�ÿ í�,��Hþ �-�Ëý ûTý þDüLí��£í�,��Xû£ð�� ísý��Lü^ñVýËüLí��
öDüLñõí?ÿ��-�VóHñõý � ý þ�� L2(L1(Y )qi

L1(Y ))
'%([,�ý��[�½ý����-�

n
ö{ò�� ôPþ�ò^ûTýËü����

qi(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

VW'ORÁò½û�ö�ðÛí��
qi(x, e1)

#áò½ñ
i = 1, . . . , n

 0 ,���ñ�� e1

ÿ���þ�ò^í��	��í�,��Z]Dñ��õí§óHü^þ�ò½þ�ý ó\ü�� � ü��õý��
���Hó�íVò½ñ

e1 = (1, 0, . . . , 0)
' ([,�ý��T�½ý����	�*ü^þ�ý þ�,�ò½û�ò�����þ��Hò½ð��T�õô��±í��Hû ò�#

n
�ËýËþ��\ü^ñ

�	�Pð�üLísý ò½þ��	'®ú�#�ý í�,Dü��5ñsü^þ�1
n
 Dí�,��oð�þ�ý
�Pð��^�õò��ËðÛíVýËò½þ*ý��

A−1(c)
'Áú�#4í�,��oñsü^þ�1,ý��

< n
 

ü^ÿÛÿwí�,��*þ����Pí
n
����ðDüÑísýËò^þ��

qi(x, e2)
ü^þÛÿ �õòÕò½þ7 >ð�þ�ísý��Áñsü^þ�1

n
ý��+ñ��\ü^ó/,���ÿ7' ([,��

ð�þÛý���ð��&�Vò�� ðÛísý ò½þ,ý��îí�,��G����ó�ísò^ñ
A−1(c)

'

5�' %«þ�ó-�
c′ := A−1(c)

ý��:óHò½û�ö�ðÛí��Hÿ7 PóHò^ûTö�ð[í��
p′i(x) = pi(x+ c′)

#áò½ñÁü����
i
'F([,Ûý�� �½ý����	�

í�,��§û£ð�� íVý��Lü^ñõýÖüLí��5ñ��Hö�ñ��	����þ�í9üLíVýËò½þ`ò�#
(L2 + d) ◦ Xqi

X ◦ L1

'

9�'ORÁò½û�ö�ðÛí��
p′i(0)

#áò½ñ�ü����
i
'Q([,Ûý��L�½ý����	��í�,������Hófísò½ñ

d
ü^þ�ÿ

d
óHü^þ+ü�� 0 �-��� � �z�	� ýËû�ýËþDüÑí��Hÿ<'

�



% � �PýËò½ð���� ôÓí�,�ý��Tü����½ò½ñVýµí�,�û ý���ÿ�ò½û�ýËþDüÑí��Hÿ � ôÂí�,�� ñõð�þ�þ�ý þ�� íVýËûH�A#áò½ñ�í�,�� � ü^ð����VýËü^þ
�	� ýËû�ýËþDüLíVýËò½þ<' " � ,DüY��� íVò �õò������Úü �õô��õí��Hû 0 ý í�,"üÑí�û�ò��±í n2

� ýËþ��Hü^ñA����ðDüÑísýËò^þ��*ýËþ
n�Lü^ñVýËü � ���-�	'FM��Hþ�ó-��í�,��§ñVð�þÛþ�ýËþ��+íVýËûH�«ý�� O(n4)

'
([,Ûý��&ýËÿ��\ü.����þ��HñVü��Ëý
�	�	�císòBü^þ�üLíVísü^ó/1O#áò^ñ � ü����%]��	�Ëÿ��&ò�#[ü^ñ � ýµísñVü^ñõô5ó/,Dü^ñVü^ó�í��HñVý��õíVýËó�� ÿ���í9üLý����ü^ñ��&�½ý�����þ`ý þ,í�,��G#áð����<����ñ��Vý ò½þ\�®ü^þ�ÿ,ôPý��-�Ëÿ��®íVò°í�,��G#áò���� ò 0 ýËþ��£ñ��	�õð�� í	'

��� ���H\_��� ����� 1,6 ! 9 7F9 7 * 021 # * 7 * O	� &�

��� * O = # BQ@ O @ #E!$;SR B * 7 ′′−′′ � @ O @ #L!$; . 1 M>!���� 7A@ +>RB 6 ! * 7�� ! . G Fq 6= F2 D 1 #K+ @ !54 * !$# 7�8:9 ! # * 7F9V@ J B * ; 7 # 1 BA9V@ S = Ax + c 7F9HG T = Bx + d
R

#K+-! 9 c, d
4 7F9 0 ! ! . 1 ; 1 9H7 #E! G D 1 #,+ O(n4) � ! . G B5= ! * 7 # 1 BA9V@SBA9'7 6 ! * 7Q? ! %

� � � �  �å � �$��ç�æ�ëfå���� 
Ñç§æ ����� ��æ ��å3ë�ä � å�� ���àæ ��ä*ê ���! 

ú�þ 
�D�D-��ü^þÛÿ 
�D�V=��ü°ö�ñVò � ü � ý��Ëý��±ísý ó«öcò�� ôPþ�ò½û�ýÖü��Qísý û��§ü����½ò½ñõý í�,�û�íVò����HöDüLñsüLí���í�,�� � ñsü^þ�ó/,��	�ý��¸ÿ��	�õóHñVý � ��ÿ*ü����õð�û�ýËþ���í�,��5ð�þ�ÿ���ñ�� ôPý þ��ZM�N�ïXPÜöcò�� ôPþ�ò½û�ýÖü�����ü^ÿ�û�ý í��Vö*�Hó�ýÖü��*�õô��fôW�^ý��	�-'%([,��ü����^ò½ñVýµí�,�û�ý�� � ü����Hÿ£ò½þ�í�,��zRÁò½ö�ö*�Hñ��Vû�ý í�,WP ? üLí9ü^ñõýËþ�üLíõí9ü^ó/1�ò½þn2-ñsü��½ò½þWP �[ó/,��HûH�	�.�����	�+
�D�Vh���E'ú�#&ü��½ü^ýËþ
S(x) = Ax+ c, T (x) = Bx+d

ÿ���þ�ò^í��Bí�,��Bü
��þ��BíVñsü^þ���#áò½ñõû2üLíVýËò½þ��	 ^í�,��5ó�ñVð�ó�ýÖü��
�õí��Hö ò�#¸í�,���üLíõí9ü^ó/1 ý���í�,���óHò½û�ö�ðÛísüLísý ò½þÕò�#îûTüLíVñVýËó-�	�

C = AΛA−1
ü^þ�ÿ

C ′ = B−1ΛB
 

0 ,��Hñ��

Λ =















Λ1 0 0 · · · 0
0 Λ2 0 · · · 0'''

0 Λ3 · · · 0''' '''
0

' ' '
0

0 0 · · · 0 Λl















.

([,��Hñ�� � ô l
ÿ��Hþ�ò^í��	��í�,��®þPðÛû � ��ñ�ò�# � ñsüLþ�ó/,��	�>ü^þÛÿ Λk

ÿ���þ�ò^í��-��í�,��®ñ��Hö�ñ��	����þ�í9üLíVýËò½þ°ûTüLísñõý��
ò�#BüU� ýËþ��Hü^ñ�û2ü^öÛö�ýËþ��

x 7→ λkx, λk ∈ Fqnk

 0 ,���ñ��
Fqnk

ý���í�,��T] �-�Ëÿ � �	� ò½þ��½ý þ��*ísò í�,��
k
P¼í�, � ñsüLþ�ó/,0ü^þÛÿ k ∈ {1, . . . , l}

'
([,��Hþ�#áñVò½û

C
ü+û2üLíVñVý �

G
ý��®ÿ���ñVý����Hÿ7 \�õð�ó/,�í�,DüLí

AG =















W1 0 0 · · · 0
0 W2 0 · · · 0'''

0 W3 · · · 0''' '''
0

' ' '
0

0 0 · · · 0 Wl















 0 ,��Hñ�� Wi

ý��?ü � �ËòPó/1XûTüLísñõý��"'

NDñVò½û í�,�ý���í�,��I���HöDü^ñVüLísý ò½þ+ý���ñVüLí�,��HñF�õíVñsü^ý���,�í�#áò½ñ 0 üLñVÿ7' " �®ö�ñ��	���Hþ�íz,��Hñ��Bü+�Lü^ñVýËü^þ�íY 0 ,ÛýËó/,û2ü�1��	�Bþ�ò�ð����§ò�#
C

′ ' ([,���ñ��\ü��Vò½þ8#áò½ñ®í�,�ý��®ý��I�½ý����Hþ`ýËþ � �HûTü^ñ�1 �TüLþ�ÿ øW'>ìO�5ûH�Hþ�íVýËò½þ���ÿ
ýËþ��W��ó�ísý ò½þUVW �#áò½ñ?ü����

l � ñsü^þ�ó/,��	�?í�,���ñ��&���[ý��±í��5ü+ð�þ�ý���ð��&����íBò�#L�^üLñVýÖü � ���-�

Vk = {xPk−1
j=1 nj+1

, . . . , xPk
j=1 nj

}, k = 1, . . . , l.

ìîí�]�ñ��õí�ó�ò½ûTöÛðÛí��
p′i(x) := pi(Gx)

#áò½ñ
i = 1, . . . , n

' ([,���ö{ò��µô[þÛò½ûTýËü����
p′i

,DüY���`í�,��
ö�ñVò^ö"��ñõí�ô� îí�,DüLí�ý�#

xsxt

ý��Tü û�ò½þ�ò½û�ýÖü��ÁòPóHóHðÛñVýËþ��ÚýËþ
p′i
í�,���þ

xs, xt

ü^ñ��U�-����û���þ�í��Tò�#§ü
���fí

Vk

'C([,�ð��§í�,��°û�ò½þ�ò½û�ýÖü����BýËþ
p′i
ñ��$���Hü���í�,��°ÿ�ý��<��ñ��Hþ�ít���fí��§ò�#��^üLñVýÖü � ���-��ü^þ�ÿÕó\üLþ � �

�½ñVò^ð�ö"��ÿ � ô*ð��õýËþ��Tü�öÛñVò½ö*�HñBûTò^þ�ò½û�ýÖü��{ò½ñVÿ��Hñ	'¸ìO#jí��Hñ?í�,DüLí5ü^öÛö�� ô � ü^ð����VýËü^þU�-�Ëý ûTý þDüLísý ò½þ
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