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基于 Laguerre 多项式的边界积分方程时域求解 
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摘  要：针对时域积分方程中存在的晚时震荡问题，介绍了基于 Laguerre 多项式的电场、磁场和混合场积分方程，

求解了导体球和导体圆柱的时域电流分布和后向散射场以及单站 RCS。结果表明，3 种积分方程很好地解决了晚时

震荡问题，混合场积分方程具有更高的计算精度。 
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Based on the Laguerre Polynomials 
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Abstract: In order to eliminate the late-time-oscillate in time domain integral equation, EFIE, MFIE and CFIE 
which based on the method of MOD using Laguerre polynomials as temporal basis function were introduced, 
induced current distributing and backward scattering of far field in time domain and monostatic RCS of a 
conducting sphere and a cylinder were given. The results showed that they eliminate the late-time-oscillate 
effectively and the CFIE has higher precision than the other two. 
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1  引言  

对时域散射和辐射问题的分析和模拟在电磁学、地球物

理学和声学等领域有着非常重要的作用和意义。在需要获取

目标超宽带响应数据的实际应用(如雷达目标的探测和识别)
中，采用时域方法比频域方法的计算效率更高[1]。基于时域

积分方程的优势，一次求解可以得到很宽频带的信息，相对

于频域积分方程而言，求解宽频带问题大大节省了计算用时

间。基于 RWG 三角基函数、边界积分方程的矩量法，因其

用三角面片对目标表面建模剖分，可共形于任意形状，具有

很高的建模和计算精度，近年来发展很快。在频域，矩量法

已得到了深入的研究，其快速算法(如 MLPMA，AIM 等)
已经很成熟 −[2 4]。相比较而言，其在时域的研究却远远落后。

造成这一现象的主要原因之一就是晚时震荡问题。 

对于时域积分方程的求解，当前主要有两类方法：时间

步进(MOT)算法和阶数步进(MOD)算法。在时间步进算法

中，根据求解时是否包含矩阵求逆，分为两种：显式(explicit)

算法[5,6]和隐式(implicit)算法 −[7 9] 。显式算法结合时间步进

(MOT)技术，需要求解磁矢位的二阶时间微分，矢量位随时

间的变换关系采用公共边的中心近似，而标量位采用面片中

心近似，这使得计算量增加并且其对时间变化的近似误差较

大，加重了晚时震荡。为了改善震荡问题，文献[7]采用了平

滑滤波等技术，但是这种方法在剖分网格密度增大时失败。
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近年来，由美国纽约锡拉丘兹大学 Sarkar 教授领导的研究小

组提出的隐式MOT算法和基于 Laguerre多项式的MOD算

法[10~12]解决了晚时震荡问题。 
在基于 Laguerre 多项式的 MOD 算法中，通过选择适当

的阶数，可以很好地解决晚时震荡问题。与 MOT 算法不同

的是，该方法在空间域和时间域都运用伽略金方法进行检

验。时域的未知系数由一组正交的基于加权 Laguerre 多项式

的基函数来近似，根据伽略金方法的定义，这一基函数也被

用作时间域的检验函数。 
文中研究了基于 MOD 算法的电场、磁场和混合场积分

方程，并应用这 3 种不同的方法分析了相同的问题，通过对

计算结果的比较，得到了一些有益的结论。 

2  时域积分方程 

基于 Laguerre 多项式的 MOD 算法，在空间域和时间域

都要采用伽略金方法进行检验。在空间域，基函数和检验函

数均采用 RWG[5,6]三角基函数；在时间域，基函数和检验函

数均采用由加权Laguerre多项式构成的标准正交函数[10~12]。

采用的时间基函数具有随时间增长逐渐收敛的特性，很好地

解决了晚时震荡问题；其本身具有的因果性、正交性使得计

算得以简化，容易求解。 

2.1  电场积分方程(EFIE) 
令 S 代表被瞬态电磁脉冲激励的闭或开的良导体表面，

在瞬态电磁场的激励下，应用等效原理，其表面的感应电流
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辐射，得到散射场；根据导体表面电场边界条件，其切向电

场为零，得到下式： 

tan
tan

( ) ( ) ( )i,t ,t ,t
t

Φ
⎡ ⎤∂ ⎡ ⎤+∇ =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥∂⎣ ⎦
A r r E r       (1) 

应用伽略金(Galerkin)方法，对上式进行空间域的检验，

由 mf 与上式两边做内积： 

tan
tan

( ) ( ) ( )i
m m m, ,t , ,t , ,t

t
Φ

⎡ ⎤∂ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ ∇ = ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥∂⎣ ⎦
f A r f r f E r  (2) 

由标量位的定义，上式左边第二项将包含电流关于时间

的积分运算，为了避免这一问题并解析的求解上式左边第一

项中矢量位 ( ),tA r 对时间 t 的偏导，定义一个源矢量函数

( , )te r [10~12]： 

( ) ( ),t ,t
t
∂=
∂

J r e r             (3) 

电荷密度与源矢量 ( , )te r 之间的关系可以表示如 

下[10~12]: 
( , ) ( , )q t t∇= − ⋅r e r              (4) 

由式(3)及电流 ( , )tJ r 的表达式，可得[10~12] 
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其中 ( )ne t 是待求系数。将式(3)～式(5)代入式(2)，经整理，

得到下式[10~12]: 
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其中 pq
mnτ 、 ( )E

mV t 的表达式参见文献[12]。 

接下来分析时间基函数及式(6)在时间域的检验。由

Laguerre多项式的定义及性质，定义一个标准正交基函数(见

文献[10~12]) 
2( ) ( )t /

j jt e L tφ −=                (9) 

( )jL t 代表第 j 阶的 Laguerre 多项式。这一函数可以很好的

描述一个因果响应，式 ( 5 )的待求系数 ( )ne t 可以描述 

成[10~12] 

0
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e t e stφ
∞

=
=∑            (10) 

其中 s 是一个标度控制因子。把式(10)及文献[10~12]给出的

系数 ( )ne t 对时间的二阶微分表达式代入式(6)，用 ( )j stφ 作时

间检验函数进行时间域的检验，利用 Laguerre 多项式的性

质，得到下面的式子[10~12]： 
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其中相关变量的表达式参见文献[10~12]。上式经整理可得到

矩阵、向量方程组的形式如下： 
E E
mn n,i m,i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦Z e V              (12) 

其中 E
mnZ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ 不是时间检验函数阶数的函数，只需一次计算就

可以把这一矩阵填充起来。这样，可以求得式(12)的解，只

需在时间检验函数的阶数上递推迭代就可以得到稳定解，与

所要得到的时间步数目无关。 

2.2 磁场积分方程(MFIE) 
令 S 表示被瞬态电磁脉冲激励的闭合良导体表面，在瞬

态电磁场的激励下，由磁场边界条件，得到下式： 
( , ) ( , ) ( , ),i sˆ t t t s⎡ ⎤× + = ∈⎣ ⎦n H r H r J rr        (13) 

散射磁场的表达式为 
1

( , ) ( , )s t t∇
μ

= ×H r A r          (14) 

将式(14)代入式(13)，对卷积应用柯西中值定理，则式(13)

可以写成下式[12]： 
i

s

t ' t
t s'

R
∇

π
= × + × × ∫J r J rH n

0

( , ) 1 ( , )
( , ) d

2 4
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其中，式(15)中右边第二项积分区间 0S 表示源积分区间

S 上除掉源点和场点重合的点(即： 0R = )以外的积分区域。

对式(15)进行空间域的检验，并用 ( )i stφ 作检验函数进行时

间域的检验，其检验步骤及方法与电场积分方程的相同，在

此不赘述。最后得到矩阵形式如下[10~12]： 

mn n,i m,i
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦Z e VH H            (16) 

2.3 混合场积分方程(CFIE) 
得到混合场积分方程只需要简单的线性相加 EFIE 和

MFIE，如下所示。 
tan
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(1 )[ ( , ] [ ( )]

(1 )[ ( , ] [ ( )]

s s

i i

k t) k ,t

k t) k ,t

η

η
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k 是耦合系数， 0 EFIEk ,= 和 1 MFIEk ,= ，得到混合场积

分方程需使得 (0 1)k ,∈ 。综合前面的公式，可以得到混合场

积分方程的矩阵形式： 
[ ] 0 1 2 3mn n,i m,i ,i , , ,⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦Z e V          (18) 

(1 ) E H
mn mn mnk kη= − +Z Z Z            (19) 

(1 ) E H
mn mn mnk kη= − +V V V            (20) 

3  入射场的设置及计算结果 

用高斯脉冲平面波作为入射电场，其定义如下： 
2

0[4/ ( )]
0

4( , ) ˆi T ct ctt e
T π

− − − ⋅=E r E r k       (21) 

相应的入射磁场表示为 
1

( , ) ( , )i iˆt t
η

= ×H r k E r             (22) 

本文中， 4 lmT = ， 0 6 lmt = ( lm 是时间单位，其值

为光在空气中传播 1 米距离所用时间)，入射场传播方向

z
ˆ ˆ=−k a ，极化方向 0 xˆ=E a ，时间步长取为 min2t R / cΔ = 。
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Laguerre 函数的阶数取作 70M = 。以导体球和导体圆柱为

例，给出了 3 种方法的计算结果比较及其单站 RCS，计算结

果如图 1~图 6 所示，建模剖分相关参数见表 1。 

表 1  计算所用目标尺寸及建模参数 

计算目标 外形尺寸 剖分面元数目 未知量数目 
导体球 直径 2m 352 528 

导体圆柱 直径 1m，高 1m 352 528 

 
图 1 球面一点(1,0,0)的电流分布     

 
图 2 导体球的后向散射场 

   

 
图 3 柱面一点(0.5,0,0)的电流分布                     

 
图 4 导体圆柱的后向散射场 

 
图 5 导体球的单站 RCS       图 6 导体圆柱的单站 RCS 

图中，“mfie”、“efie”和“cfie”分别表示由基于 Laguerre

多项式 MOD 算法的磁场、电场及混合场积分方程计算的结

果；“IMPT CFIE”和“Laguerre CFIE”分别表示由隐式MOT

算法的 CFIE 和基于 Laguerre 多项式 MOD 算法的 CFIE 方

法的计算结果。由于 MFIE 和 EFIE 求解得不到满足计算要

求的稳定的精确解，故而文中没有给出用这两种方法计算得

到的单站 RCS。 

4  结束语 

从以上计算结果可以看出，基于 Laguerre 多项式的

MOD 算法中，EFIE、MFIE 和 CFIE 方法都很好地解决了

时域积分方程的晚时震荡问题；3 种方法的计算结果吻合较

好；CFIE 的计算结果曲线较平滑，稳定性优于其他两种方

法。 

由时域散射场和入射场的数据经傅立叶变换，得到了目

标的单站 RCS。由图可见，在计算频段的有效部分(0～

150MHz)，结果吻合较好，表明算法的有效性和结果的正确

性。 

只需一次计算就可以得到宽频带范围内的信息，这正是

时域计算方法的优势所在。本文介绍了基于 Laguerre 多项式

时域 MOD 算法的 EFIE、MFIE 及 CFIE 方法，立足于解决

时域积分方程的晚时震荡问题，求解了目标的单站 RCS，为

快速求解宽频带电磁散射问题提供了一种思路。 
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