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弹性矩形板与弹性地基共同作用的简化计算法
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摘要　将基础板视为弹性板, 通过对四角点支承、四边自由矩形板按弹性薄板考虑, 求出其解析解, 然后与现有的

弹性地基模型相结合, 得出弹性地基上弹性薄板与土共同作用的半解析解。给出了一些算例的结果。
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1　前　言

弹性地基上地基与基础板的共同作用问题, 国

内外学者已做了大量的研究[ 1 ] , 其研究成果大体可

分为 3 类: 一类是数值法, 即采用有限元、有限差分

或其它数值方法, 对地基选用某一模型, 对基础板按

弹性或弹塑性考虑, 将基础板与地基一起进行分

析[ 2 ] , 得出有限个点上板的位移及内力; 二类是解析

法, 即将地基假设为均质体且符合某一模型, 如温克

尔 (W ink ler) 模型, 基础板按弹性板进行分析; 三类

是工程近似法, 即不考虑板的变形影响, 对地基的沉

降及反力, 按较符合实际的模型进行计算, 求出地基

反力后, 基础板的内力按无梁楼盖进行计算。数值法

由于其复杂性, 目前除特殊工程或大型项目外, 一般

在工程设计中较少采用; 解析法由于其局限性 (如不

能考虑分层地基, 不均匀地基等) , 因此在实际工程

中应用也很少; 工程近似法由于其较符合实际, 且相

对简单, 易于理解, 便于应用, 因此在实际工程中的

应用越来越广; 如文[ 3 ]的集中力弹簧模型, 由于它

既能考虑分层地基, 又能考虑不均匀地基的影响, 因

此, 近年来仅在广东就已应用于几十项工程中。文

[4 ]在文 [ 3 ]的基础上, 提出了考虑集中力弹簧相互

影响的计算方法。但文 [ 3, 4 ]对基础板视为绝对刚

性, 没有考虑基础板的变形与地基变形的相互影响。

本文在文 [ 3, 4 ]的基础上, 考虑基础板为弹性矩形

板, 对其与地基的共同作用问题作进一步的探讨。

2　计算模型

　　考虑如图1所示的矩形板, 设板沿x 方向的长度

为 a , 沿 y 方向的宽度为 b, 将板划分成 n1 õ n2 个网

格。第 i1 个网格中点坐标

x i1+ ( j1- 1) n1 = ( i1 - 0. 5) aön1

y i1+ ( j 1- 1) n1 = ( j 1 - 0. 5) bön2

　　 ( i1 = 1, ⋯, n1; j 1 = 1, ⋯, n2)

设板 0 点的垂直位移为 ∃0; 沿 x , y 方向的转角分别

为 Α0 和 Β0。

图 1　矩形板网格图
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假设板第 i 个网格的地基反力为X i, 则由文[2 ],

板与土的变形协调方程为
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式中: ∆ij = W ij + S ij;

　　　W ij 为在 j 点作用单位力, 在 i 点产生板的挠

度, 由本文第三部分得到;

　　　S ij 为在 j 网格作用单位力, 在 i 网格产生的地

基沉降, 由文[3 ] 得到。

　　　∃ ip 为板在外荷载 P 的作用下, 在 i 点产生的

挠度, 亦由第三部分得到。

板的平衡方程

　　∑Z = 0, ∑M x = 0, ∑M y = 0

1 1 ⋯ 1 0 0 0
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综合上述的协调方程和平衡方程有　　　　
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对方程 (1) 进行求解, 可得各弹簧反力 X i 及板

的位移。

3　四角点支承, 四边自由板挠度的计
算

如图 2, 根据弹性薄板理论, 四角点支承, 四边

自由板的解可由四边简支板解叠加四个分别为一边

广义简支边, 其余三边为简支边的解而求得。

图 2　四角点支承矩形板

F ig. 2　R ectangle p late w ith fou r co rner po in ts

simp ly suppo rted

3. 1　四边简支板受在板内 (Φ2- Φ1) × (Γ2- Γ1) 面积

上均布力 p 作用的解。

由文[4 ]有
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∞
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3. 2　广义简支边解[5 ]

如图 3, 对 y = b 边为广义简支边, 其余三边为

简支边的情形, 其边界条件为

(w ) y = b = 6
∞

m = 1
Κ1m sin

m Πx
a

(w ) x = 0
x = a = (5 2w

5x 2 ) x = 0
x = a = 0

(w ) y = 0 = (5 2w
5y 2 ) y = 0 = 0

(5 2w
5y 2 + Λ 5 2w

5x 2 ) y = b = 0

(3)

图 3　一边自由, 三边简支矩形板

F ig. 3　R ectangle p late w ith one free side and

th ree sides simp ly suppo rted

对以上的边界条件, 由文[4 ]可得
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同理可求得当 x = a 为广义简支边, 其余三边为

简支边时, 板的挠度为
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当 y = 0 为广义简支边, 其余三边为简支边时,

板的挠度为
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当 x = 0 为广义简支边, 其余三边为简支边时,

板的挠度为
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3. 3　四角点支承, 四边自由板的解
3. 3. 1　将上述四个解迭加上四边简支板解w p

w = w 1 + w 2 + w 3 + w 4 + w p (7)

　　 令该解w 在四边自由, 因弯矩为零自动满足,

只需令剪力为零即可。通过四组方程可求得 Κ1m ,

Κ2n , Κ3m , Κ4n , 代入式 (7) 即得w (x õ y )。w (x õ y ) 即

为四角点支承, 四边自由板的挠度。

广义剪力可用下式表示为

V x = - D〔5 3w
5x 3 + (2 - Λ) 5 3w

5x 5y 2〕
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5x 25y
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　　从 y = b 边剪力为零, 得到

　 (V y ) y = b = D 6
∞
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式中:
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a
, 　Βn =

nΠa
b

, 　E m , n =
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。

取有限N ′项, 于是上述方程变为一组方程组:
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同理从 x = a 边剪力为零得到方程组:
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D Χ1 (Βn)
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从 y = 0 边剪力为零得到方程组:

D Χ2 (Αm )
b3 Κ1m - D 6

n= 1
bEm , n (- 1) m bEm , n (- 1) m Κ2n -
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从 x = 0 边剪力为零得到方程组:

　 - D ∑
N ′
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aEm , n (- 1) nΚ1m +
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a3 Κ2n +

D 6
N N
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令　Κ=

Κ1

Κ2

Κ3

Κ4
上述四个方程组可以写为一个大方程组:

K Κ= V (13)

式中:
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D Χ1 (Αm )
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·166·第 19 卷　第 5 期 倪光乐等. 弹性矩形板与弹性地基共同作用的简化计算法



　　K m , n+ N ′= - D bEm , n (- 1) m + n

　　K m , n+ 2N ′=
-

D Χ2 (Αm )
b3

0

m = n　　

m ≠ n　　

　　K m , n+ 3N ′= D bEm , n (- 1) n

　　K n+ N ′, m = - D aEm , n (- 1)m + n

　　K m + N ′, n+ N ′=

D Χ1 (Βn)
a3

0

m = n　　

m ≠ n　　

　　K n+ N ′, m + 2N ′= D aEm , n (- 1) m (14)

　　K m + N ′, n+ 3N ′=
-

D Χ2 (Βn)
a3

0

m = n　　

m ≠ n　　

　　K m + 2N ′, n =

D Χ2 (Αm )
b3

0

m = n　　

m ≠ n　　

　　K m + 2N ′, n+ N ′= - D bEm , n (- 1) m

　　K m + 2N ′, + 2N ′=
-

D Χ1 (Αm )
b3

0

m = n　　

m ≠ n　　

　　K m + 2N ′, n+ 3N ′= D bEm , n

　　K n+ 3N ′, m = - D aEm , n (- 1) n

　　K m + 3N ′, n+ N ′=

D Χ2 (Βn)
a3

0

m = n　　

m ≠ n　　

　　K n+ 3N ′, m + 2N ′= D aEm , n

　　K m + 3N ′, n+ 3N ′=
-

D Χ1 (Βn)
a3

0

m = n　　

m ≠ n　　

而

V m = - D 6
N ′

n= 1

nΠ3

b
〔n2

b2 + (2 - Λ) m 2

a2 〕õ

　　A m , n (- 1) n

V n+ N ′= - D 6
N ′

m = 1

m Π3

a
〔m 2

a2 + (2 - Λ) n2

b2 〕õ

　　　A m , n (- 1) m

V m + 2N ′= - D 6
N ′

n= 1

nΠ3

b
〔n2

b2 + (2 - Λ) m 2

a2 〕õ

　　　　A m , n

V n+ 3N ′= - D 6
N ′

m = 1

m Π3

a
〔m 2

a2 + (2 - Λ) n2

b2 〕õ

　　　　A m , n

(15)

方程 (13)解得:

Κ= K 21V (16)

Κ1m = Κm

Κ2n = Κn+ N ′

Κ3m = Κm + 2N ′

Κ4n = Κn+ 3N ′

(17)

　　所以四角点支承, 四边自由板的挠度为

w (x , y ) = w 1 (x , y ) + w 2 (x , y ) + w 3 (x , y ) +

　　w 4 (x , y ) + w p (x , y ) =

　　6
N ′

m = 1
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N ′
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式中:
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b
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3. 3. 2　 单位地基反力作用下板产生的挠度 (W ij 的

计算)

在 j 网格, q j =
1

a
n1

b
n2

=
n1n2

ab

　　
Φj -

a
2n1

≤ Φ≤ Φj +
a

2n1

Γj -
b

2n2
≤ Γ≤ Γj +

b
2n2

(19)

其中 (Φj , Γj ) 为第 j 网格中点坐标, 则第 j 网格单位力

作用在 i 点产生的板挠度

W ij = w (x i, y i) = w (x i, y i) K - 1V j + w qj
(x i, y i)

(20)

其中V j 可由 (15) 式计算。在计算V j 时取

A
( j )

m , n =
〔co s

m Π
a

(Φj -
a

2n1
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m Π
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(Φj +
a
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b
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b
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(m
2
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b2 ) 2
(21)

3. 3. 3　外荷载 P 作用在板 i 点产生的挠度 ∃ ip 的计
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算

如果外荷载是均布荷载 q , 则在式 (20)中改为

∃ ip = w (x i, y i) K - 1U + w q (x i, y i) (22)

式中:
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4　方程的求解

地基的沉降 S ij 可由文[3 ] 求得。

将W ij , S ij 和 ∃ ip 代入总方程 (1) 可得

CX = F (24)

C =

∆11 ∆12 ⋯ ∆1N - 1 - x 1 - y 1

∆21 ∆22 ⋯ ∆2N - 1 - x 2 - y 2

õ
õ
õ
∆N 1 ∆N 2 ⋯ ∆N N - 1 - x N - yN

1 1 ⋯ 1 0 0 0

y 1 y 2 ⋯ yN 0 0 0

x 1 x 2 ⋯ x N 0 0 0

X =

X 1

X 1

õ
õ
õ
X N

∃0

tanΑ0

tanΒ0

　　F =

∃1p

∃2p

õ
õ
õ
∃N p

F z

M x

- M y

(25)

　　X = C - 1 õ F (26)

4. 1　地基反力及板的位移

求出列阵X 后, 那么地基反力为X 1⋯X N , 或可

写成

R i1, j 1 = X ( i1- 1) n2+ j1

位移

∃0 = X N + 1　tanΑ0 = X N + 2　tanΒ0 = X N + 3

4. 2　板的挠度和弯矩

w (x , y ) = - 6
N

j= 1

(w K 21V + w p = 1)X j +

w (x , y ) K - 1U + w q (x , y ) =

w (x , y ) K 21〔U - 6
N

j= 1
V (Φj , Γj )X j〕+

w q (x , y ) - 6
N

j = 1
w p = 1 (x , y )X j (27)

　弯矩

M x (x , y ) = - D (52w
5x 2 + Λ 52w

5y 2 ) =

　 - D (52w
5x 2 + Λ 52w

5y 2 ) K 21〔U - 6
N

j= 1

V (Φj , Γj )X j〕-

　　D (
52w q

5x 2 + Λ 52w q

5y 2 ) +

　　D 6
N

j= 1

(
5w p = 1

5x 2 + Λ 52w p = 1

5y 2 )X j

M y (x , y ) = - D (52w
5y 2 + Λ 52w

5x 2 ) =

　 - D (52w
5y 2 + Λ 52w

5x 2 ) K 21〔U - 6
N

j= 1
V (Φj , Γj )X j〕-

　　D (
52w q

5y 2 + Λ 52w q

5x 2 ) +

　　D 6
N

j= 1

(
5w p = 1

5y 2 + Λ 52w p = 1

5x 2 )X j

(28)

5　算　例

为了验算刚性板与弹性板计算结果的差别, 下

面针对一些具体算例作分析。

(1) 均质地基上弹性板与刚性板计算结果比较
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考虑图 4 所示的模型。

图 4　弹性地基上矩形板

F ig. 4　R ectangle p late on elast ic subgrade

设板基础为 10m ×10m , 将板下地基划分为 10

×10 个弹簧, 如图 5 所示, 作用在板上的均布荷载

为 q = 10 kPa。

图 5　矩形板下地基弹簧分布图

F ig. 5　D istribu tion of subgrade sp ring

under the rectangle p late

(2) 当板为刚性板时, 由文 [ 3 ], 可得地基反力

如图 6 所示, 其中基础沉降 S = 2. 69 cm。

287 166 162 154 151 151 154 162 166 287

166 65 66 61 59 59 61 66 65 166
162 66 65 60 58 58 60 65 66 162
154 61 60 54 52 52 54 60 61 154
151 59 58 52 51 51 52 58 59 151
151 59 58 52 51 51 52 58 59 151
154 61 60 54 52 52 54 60 61 154
162 66 65 60 58 58 60 65 66 162
166 65 66 61 59 59 61 66 65 166
287 166 162 154 151 151 154 162 166 287

图 6　弹簧反力 (1) (单位: kN )

F ig. 6　Sp ring react ive fo rces (1) (un it: kN )

(3) 当板为弹性板时, 设板厚为 0. 5 m , 板弹性

模量E = 3× 104M Pa, Λ= 0. 3, 则板下土弹簧反力

如图 7 所示。

板四角点的沉降为 ∃0 = 2. 3 cm ; 板最大挠度为

W = 6. 7mm ; 板的最大弯矩M x = M y = 146 kN õm。

　　对板厚分别为 0. 5 m , 1 m 和 2 m , 其余参数不

变的状况, 计算结果如表 1 所示。

207 135 143 145 147 147 145 143 135 207

135 64 70 70 70 70 70 70 64 135
143 70 75 74 75 75 74 75 70 143
145 70 74 73 74 74 73 74 70 145
147 70 75 74 74 74 74 75 70 147
147 70 75 74 74 74 74 75 70 147
145 70 74 73 74 74 73 74 70 145
143 70 75 74 75 75 74 75 70 143
135 64 70 70 70 70 70 70 64 135
207 135 143 145 147 147 145 143 135 207

图 7　弹簧反力 (2) (单位: kN )

F ig. 7　Sp ring react ive fo rces (2) (un it: kN )

表 1　均布荷载下不同厚度板的计算结果

Table 1　Calcula ted result of rectangle pla te with

d ifferen t th ickness under even load ing

板厚

öm

角点沉降

öcm

地基最大

反力ökN

地基最小

反力ökN

挠度

öcm

最大弯矩

ökN ·m

0. 5 2. 3 207 74 0. 67 146

1 2. 6 271 55 0. 13 230

2 2. 68 285 51 0. 02 247

刚性板 2. 69 287 51 0 253

由表 1 可知, 对均质地基, 随着板厚增厚, 板的

挠度逐渐变小, 而板的最大弯矩逐渐变大, 地基最

大反力与最小反力之比也越来越大, 这是合理的。

6　结　论

本文给出了弹性地基上弹性矩形板与地基土共

同作用的一种新的计算方法, 按此方法可计算出弹

性矩形板在任意荷载作用下的内力、挠度及位移。

实际算例结果表明, 其计算结果是合理的。

致谢　本文是在陆培炎、袁建新教授的指导下完成

的, 在此特致以衷心的感谢!
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A SIM PL E COM PUTAT IONAL M ETHOD OF INTERACT ION BETW EEN

ELAST IC PLATE AND ELAST IC SUBGRAD E

N i Guangle1, 　L i Chengm ing2, 　Su Kezh i3

(1 Guang d ong P rov incia l R esearch Institu te of W ater2Conservancy and H y d ro2P ow er, 　Guang z hou　510610　Ch ina)

(2 Guang z hou D esig n Institu te of H ouse Construction, 　Guang z hou　510030　Ch ina)

(3 T he W est Colleg e of S ou th Ch ina Construction Colleg e, 　Guang z hou　510405　Ch ina)

Abstract　T he analyt ic so lu t ion of an elast ic rectang le p la te is p resen ted under the condit ion of fou r co rner

po in ts sim p ly su rppo rted and fou r sides free. T he half ana lyt ic so lu t ion of an elast ic rectang le p la te on elast ic

subgrade is a lso g iven by com b in ing the above analyt ic so lu t ion and the concen tra ted sp ring m odel ex ist ing.

Som e com pu ta t iona l resu lts a re p resen ted.

Key words　elast ic subgrade, elast ic p la te, in teract ion

岩石爆破损伤断裂的细观机理及其力学特性研究

杨小林
(焦作工学院　焦作　454100)

博士学位论文摘要　通过理论分析与建模、实验室与现场试验、数值模拟计算三个方面, 深入探讨了岩石在爆炸荷载作用下的细观断裂机理

及损伤演化规律, 对爆破损伤岩石的力学特性进行了实验研究和分析。

在分析研究现有岩石爆破损伤模型和岩石损伤断裂理论的基础上, 提出了用宏观和细观相结合, 用细观损伤断裂力学方法描述和计算了岩

石爆破破碎过程, 并将爆破过程分为应力波的动力作用和爆生气体的驱动及准静态应力场作用两个相互连贯, 而作用机理又不尽相同的两个阶

段: 第一阶段为爆炸应力波作用下的动态损伤断裂初期效应, 第二阶段为爆生气体的流体驱动和静态压力场作用下的损伤断裂后期效应, 并分

别研究了该两阶段岩石在爆炸载荷作用下的微裂纹扩展和损伤演化规律以及岩石爆破损伤断裂准则。在应用计算损伤材料有效模量的 T aylo r

方法基础上, 建立了一个适应范围更广的新的岩石爆破损伤模型; 然后应用细观损伤力学和断裂力学理论, 建立了岩石在爆生气体驱动下的宏

观裂纹扩展及在静态压力场作用下的裂纹尖端损伤局部化模型, 从而确定了岩石在爆炸载荷作用下的损伤场, 揭示了岩石爆破损伤断裂的全过

程实质。运用超动态应变测试、超声波及电镜对岩石爆破损伤断裂机理和破坏过程进行了实验研究, 模拟了炮孔填塞和无填塞、耦合装药和不

耦合装药、不同参数下的爆破过程, 分析了不同爆破条件下岩石内部的微裂纹扩展、损伤演化和岩石破碎规律。结果表明: 爆炸应力波对岩石的

破坏作用主要体现在爆破近区, 而在爆破中远区主要产生损伤, 如果没有爆生气体的后期作用, 这种损伤一般不会造成破坏; 而爆生气体是裂

纹扩展的主要原因, 特别是在主裂纹的形成和扩展过程中起了十分重要的作用。实验结果验证了所建模型的正确性和合理性。在现场及实验室

实验的基础上, 分析研究了爆破对围岩的损伤作用, 建立了岩石弹脆性细观损伤模型; 并认为爆破对围岩的损伤作用体现在对岩石力学性能劣

化和岩体完整性降低两方面, 其损伤程度与装药条件、爆破参数及远场应力有密切关系, 加大不耦合装药系数可以明显减弱对围岩的损伤作用;

首次提出了爆破损伤岩石基本质量指标的概念, 推导了爆破对岩体基本质量指标BQ 公式的影响系数表达式, 定量地分析了爆破对围岩质量影

响与损伤程度, 这对合理选取爆破参数和对围岩、边坡稳定有实用指导价值。以D YNA 22D 程序为基本框架, 采用小损伤条件下的解耦方法, 实

现了对岩石爆破过程的数值模型, 计算模拟并对比了填塞和无填塞装药条件下的岩石爆破过程和损伤演化, 数值模拟与实验结果基本一致。

关键词　岩石爆破, 损伤机理, 爆破损伤岩石, 力学特性
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BLAST ING AND ITS M ECHAN ICAL BEHAV IORS
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