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摘  要：将数据集进行合理的维数约简对于一些机器学习算法效率的提高起着至关重要的影响。该文提出了一种利

用数据点邻域信息的线性监督降维算法：近邻边界 Fisher 判别分析(Neighborhood Margin Fisher Discriminant 

Analysis，NMFDA)。NMFDA 尝试将每一数据点邻域内最远的同类数据点和最近的异类数据点之间的边界在投影

子空间内尽可能地扩大，从而提高基于距离的识别算法的准确率。同时为了解决非线性降维问题，提出了 Kernel 

NMFDA，通过在几个标准人脸数据库上与其它降维算法的对比识别实验，验证了提出算法的有效性。 
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Abstract: The curse of high dimensionality is usually a major cause of limitations of many machine learning 
algorithms. A novel algorithm called Neighborhood Margin Fisher Discriminant Analysis (NMFDA) is proposed 
for supervised linear dimensionality reduction. For every point, NMFDA tries to enlarge the margin of the farthest 
point with the same class label and the nearest point with the different class label. Also the Kernel NMFDA is 
proposed for nonlinear dimensionality reduction. The contrastive experiments on several benchmark face database 
show the effectiveness of proposed method.  
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1  引言  

由于数据维数的增加，会导致一些机器学习算法(如

K-means，KNN，SVM 等)效率迅速地下降。为了解决这样

的所谓“维数灾难”问题，需要对原数据集进行合理的维数

约简或称属性提取。 

主成份分析[1](Principal Component Analysis, PCA)和

线性判别分析[2](Linear Discriminant Analysis, LDA)是两种

应用最为广泛的线性降维算法。PCA 期望找到一个低维子空

间，在这个子空间中约简后数据集的方差达到最大。PCA 不

考虑数据的类别，因而是一种无监督的降维算法。而 LDA

则考虑了数据点的类别，LDA 的目的是最大化数据集类间的

离散度，同时最小化类内的离散度，由于利用了数据点的类

别信息，因此在一些识别和分类任务上，使用 LDA 降维要

比使用 PCA 更加有效[3]。但需要指出的是，PCA 和 LDA

都假设数据集具有全局的线性结构，而随着数据分析技术的

发展，人们发现高维数的数据集往往具有一些低维的非线性
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结构[4](这种低维结构数学上称为流形)，这样就使得 PCA 和

LDA 存在一定应用上的局限。 

近几年兴起的流形学习算法[5]，如 ISOMAP[6]，LLE[7]，

Laplacian Eigenmaps[8]等能够有效地对这种具有非线性低

维几何结构的数据集进行维数约简。但是，经典的流形学习

算法都是批处理的，如果要计算新增加的数据点(测试点)的

低维坐标需要将新数据点加入训练集中，重新运算整个算

法，这样的做法显然是比较费时的。保局部映射[9](Locality 

Preserving Projection, LPP)为解决这个问题开辟了一条新

路。LPP 是 Laplacian Eigenmaps 的一个线性逼近，并且它

不对数据集作其具有全局线性结构的假设，只是期望保持数

据点原本在流形上的邻域关系来对数据集进行降维，和 PCA

及 LDA 一样，LPP 能直接得到一个线性变换矩阵，通过这

个矩阵，测试点可以方便的得到低维坐标，因此相比于经典

的流形学习算法，LPP 在分类和识别上的优势就显而易见

了。LPP 虽是非监督的降维算法，但受到 LPP 算法的启发，

很多利用数据点邻域性质的监督降维算法也被不断的提出，

如 LDE[10](Local Discriminant Embedding) 、 MFA[11] 
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(Marginal Fisher Analysis)、SNNDA[12](Stepwise Nearest 

Neighbor Discriminant Analysis) 、 ANMM[13](Average 

Neighborhood Margin Maximization)等。 

本文提出了一种新的监督线性降维算法——近邻边界

Fisher 判别分析(Neighborhood Margin Fisher Discriminant 

Analysis，NMFDA)。这里的近邻边界是指在某一数据点邻

域内最远的同类数据点和最近的异类数据点之间的边界。

NMFDA 尝试将数据点的这种近邻边界在投影子空间尽量

的扩大，在数学上和 LDA 一样通过一个 Fisher 准则函数来

实现，但比 LDA 优越的是，NMFDA 可以将数据点投影到

任意维数的子空间中，而 LDA 只能将数据点投影至 1c − 子

空间(这里c 指数据类别个数)。并且 NMFDA 也是利用数据

点邻域关系的一种线性降维方法，不需要假设数据集具有全

局线性结构，应用范围更广。此外为了更好的处理非线性数

据，本文引入了核函数，提出了 Kernel NMFDA，并通过在

几个标准人脸库上的与 PCA、LDA、MFA 等算法的对比识

别实验，验证了提出算法的有效性。 

2  相关算法 

这里首先回顾一下经典的监督线性降维算法——线性

判别分析(LDA)。 

直观地说，LDA 就是把数据点投影到一个低维子空间，

在这个子空间里同类数据点靠的尽量近而异类点离得尽量

远。 

假设数据集为 1 1 2 2{( , ),( , ), ,( , )}N Nl l lx x x" ，其中 i ∈x  
DR ，表示一个D 维的向量， {1,2, , }il L c∈ = " 为 ix 的类别

标签，L 是类别标签集。通过一个线性变换矩阵 d D×∈W M ，

就可以得到数据点 ix 的低维映射 ,d
i R d D∈ <y ，即 i =y  

T
iW x 。LDA 要寻找的W 满足如下等式： 

T

Targmax b

w

=
W

W SWW
W S W

             (1) 
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可以看到，W 其实就是由矩阵 1
w b
−S S 的d 个最大特征值

所对应的特征向量组成。由于 LDA 的直观和简洁，使得它

成为应用广泛的监督线性降维算法。但是，LDA 假设了数据

点在输入空间是成 Gauss 分布，即具全局的线性结构，而在

很多情况下这样的假设并不成立，因而如上所定义的 bS 和

wS 并不能真实反映同类数据点的紧致性及不同类数据点区

分性，当然满足式(1)的W 也并不是最优的低维映射矩阵。

为此，很多学者提出了基于邻域的监督降维算法，通过数据

点与其近邻点的关系来构造新的 bS 和 wS ，如上文提到的

MFA，ANMM 即是其中的代表。 

3  近邻边界 Fisher 判别分析(NMFDA) 

在这里介绍本文提出的近邻边界 Fisher 判别分析算法

(Neighborhood Margin Fisher Discriminant Analysis ，

NMFDA)。NMFDA 不需要对数据集的分布做任何假设，它

也是一种基于局部的监督降维方法。 

首先对于数据集中任一点 ix ，设其属于 ic 类，定义它的

邻域内与它同类别的最远的近邻点 { |i i ic= ∈ − ≥x x x x�  

, , , ( )}i i kc N i− ∀ ∈ ∈z x z x z ， ( )kN i 表示与 ix 同类别的 k 个

近邻点。以及与 ix 不同类别的最近的近邻点 { |i ic= ∉x x  

, }i i ic− ≤ − ∀ ∉x x z x z 。 

假设 T
i i=y W x ，我们希望通过投影变换W ，使得在

投影空间任意 ix 的最远的同类点 ix� 和最近的不同类点 ix 的

边界能够尽量地扩大。这样的目的可以通过如下的数学式子

来描述： 
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其中 ,i iy y� 分别是 ,i ix x� 的低维投影。对式(2)做一些处理 
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T)ix� ，于是我们要求解的W 满足 
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w
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             (4) 

为了除去尺度变化上的自由，我们约束 T =W W I ，I 为单

位阵。于是和 LDA 一样W 可以由如下一个方程的d 个最大

的广义特征向量组成 
  l lb wλ=S w S w                    (5) 

事实上，由于我们面临的数据维数相对于数据集的规模

来说往往会大的多，因此 lwS 常常是不可逆的，W 也就不能

直接由
� l1

w b
−S S 的d 个最大特征向量求得。为了解决这样的小

样本问题有一些常用的方法，比如先采用 PCA，将数据集投

影到低维空间然后再求解[14]，零空间方法[15](Null Space)以

及正归法[16](Regularized)等等。本文实验采用的是正归法，

即对 lwS 加上一个正则项， lw u+S I ，然后求解 l( w +S  
l1) bu −I S 的d 个最大特征向量，其中u 是一个小的正实数。  
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NMFDA 的具体算法步骤如下： 

步骤 1  设定同类数据点邻域参数 k ； 

步骤 2  对每一数据点 ix ，计算其最远的同类近邻点

ix� ，以及最近的不同类近邻点 ix ； 

步骤 3  构造表征同类数据点离散度的矩阵
�

w =S  

T

1

( )( )
N

i ii i
i=

− −∑ x x x x� � 及 不 同 类 数 据 点 离 散 度 的 矩 阵

� T

1

( )( )
N

b i ii i
i=

= − −∑S x x x x ； 

步骤 4  求解
� �

b wλ=S w S w的 d 个最大的广义特征向

量，组成映射矩阵W 。 

图1为NMFDA的直观解释。两个同心圆的圆心即为x，
小圆上的点为与x同类别的最远的近邻点x�，大圆上的点为

与x最近的不同类别点x ，两个圆的半径差即为边界距离。 

 

图 1 NMFDA 的示意图 

4  Kernel NMFDA(Kernel Neighborhood Margin 
Fisher Discriminant Analysis) 
由于数据集的高度非线性性，上述的线性降维算法效果

可能仍然不够理想，因此本文借助于核函数使其能进行非线

性的维数约简，提出了 Kernel NMFDA。 

假设存在一个非线性映射 : DR HΦ → ，H 为一个高维

内积空间。 ( )iΦ x 表示 ix 在H 中的值，对于在空间H 中两

点 间 ( ), ( )i jΦ Φx x 的 距 离 ， 定 义 成 ( ) ( )i jΦ Φ− =x x  
T( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 2i j i j ii jj ijΦ Φ Φ Φ− − = + −x x x x K K K ，其

中 T( ) ( )ij i jΦ Φ=K x x ，是核矩阵K 的 ( , )i j 个元素。于是 
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由于不知道映射函数 Φ 的具体形式，因此无法直接计算
� �

,b w
Φ ΦS S ，但是根据核函数性质，变换矩阵 1 2=( , , , )dW w w w"
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令 1 2( , , , )d=A "α α α ， T( )( )bK i ii i= − −S K K K Ki ii i ，

wKS
T( )( )i ii i= − −K K K K� �i ii i ，故A满足如下等式 

  
T

Targmax bK

wK

=
A

A S AA
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             (8) 

对A做尺度上的约束，即 T =A A I ，这时候A实际是由特

征分析问题 t t
bK t wKλ=S Sα α 的 d 最大的特征值 (1t tλ ≤  

)d≤ 所对应的特征向量组成。对于新的测试数据点 tx ，它

的投影坐标即为 T T( )t tΦ =W x A Ki 。从上面的叙述中可以看

到，不需要知道Φ 的具体形式，只需要知道核函数 ijK 的形

式即可。常用的核函数有多项式核函数、Gauss 核函数等， 

本文实验采用的是Gauss核函数，即

2|| ||
=exp

i j
ij t

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

x x
K  。 

5  算法评价 

引言中简述了 NMFDA 相比于 LDA 的优势，在这里再

评述一下 NMFDA 与最近提出的一些监督降维算法(MFA，

ANMM，SNNDA)相比的优劣，这些算法也是基于邻域的。 

首先，从直观目的上来说 MFA 和 ANMM 也是力图去

拉开邻域内同类点和异类点之间的边界距离，但可以看到它

们所定义的边界距离是邻域内所有不同类别点之间的平均

边界距离，因此不一定能很好地表示不同类别点之间真正的

区分性。而 SNNDA 扩大的则是邻域内同类最近点和异类最

近点之间的距离，这个距离也不是不同类点之间真正的边界

宽。NMFDA 在数据点邻域内选择最远的同类点和最近的异

类点，它们之间的边界应该是不同类别数据点的真正边界，

NMFDA 试图扩大这个边界应该是更加合理的。 

其次，从算法设计上来看 MFA 和 ANMM 都需要设定

两个参数，数据点同类点近邻大小 1k 和异类点近邻大小 2k 。

而 NMFDA 只需要设定一个参数，同类点近邻大小 k ，

SNNDA 不需要设置任何参数，但 SNNDA 采用的逐步

(Stepwise)求解投影矩阵的方法是非常费时的，并且 ANMM

和 MFA 在计算平均边界时，所有的近邻点都需要参与，同

样会增加算法时间复杂度。 

由此可见，NMFDA 与其他线性监督降维算法相比是有

一定优势的。 

6  实验分析 

这一节通过人脸识别实验来验证 NMFDA 和 Kernel 
NMFDA算法的有效性。我们用到ORL人脸数据库和YALE
人脸数据库。ORL 人脸数据库[17]包含 40 个人共 400 张照片，

每人 10 张，具有不同的脸部细节、光线亮度和面部表情。

YALE 人脸数据库[18]包含了 15 个人每人 11 张照片，同样拍

摄在不同的光线和表情下，我们将图像都正规化到 32 32×
大小。图 2 是 ORL face 的图片样本。图 3 是 YALE face 的
图片样本。 

对于线性降维方法，本文采用 PCA，LDA(PCA+LDA)，

MFA，ANMM，SNNDA 来做对比试验；对于核方法 Kernel 

NMFDA，采用 Kernel PCA，Kernel LDA 和 Kernel MFA 
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图 2 ORL face 的图片样本 

 

图 3 YALE face 的图片样本 

表 1 各种算法降维后最优识别准确率的比较(%) 

ORL YALE 
方法 

2 训练样本 3 训练样本 4 训练样本 2 训练样本 3 训练样本 4 训练样本 

PCA 67.13(77) 75.45(114) 81.23(157) 46.17(30) 53.94(42) 57.54(59) 

LDA 78.45(29) 87.85(39) 90.17(39) 46.04(10) 60.13(13) 69.19(16) 

MFA 77.34(40) 88.34(35) 92.19(33) 49.56(38) 65.14(39) 75.24(39) 

ANMM 80.11(39) 89.14(44) 93.27(45) 50.35(41) 67.87(38) 80.69(41) 

SNNDA 79.23(49) 86.49(56) 91.14(37) 50.11(50) 65.37(49) 77.47(48) 

NMFDA 81.25(40) 91.34(42) 95.47(44) 51.24(50) 69.23(45) 81.34(49) 

KPCA 63.21(48) 77.14(52) 80.34(58) 49.34(45) 54.97(48) 61.19(54) 

KDA 80.29(38) 87.75(38) 94.24(39) 53.25(15) 65.17(14) 71.29(16) 

KMFA 81.45(44) 90.67(50) 95.37(59) 54.17(54) 68.32(49) 73.14(47) 

KNMFDA 82.17(49) 93.24(40) 96.89(54) 56.64(52) 70.43(67) 82.19(64) 

 

来做对比试验。MFA 和 ANMM 的两个参数最大值都设为

10，NMFDA 参数的最大值也设为 10，核函数取 Guass 核

函数，通过交叉实验确定 Guass 核函数中的参数 t 。 

从两个数据库中，对每个人随机分别抽取 2，3，4 张照

片，组成训练集，余下的照片作为测试集，降维后识别算法

采用最简单的最近邻方法。表 1 是经过各个算法降维后的最

优识别准确率，括号内的是最优准确率所对应的投影空间维

数。可见 NMFDA 和 Kernel NMFDA 的降维效果要明显优

于其他降维算法。 

7  结束语 

本文提出了一种新的基于邻域的监督降维算法，近邻边

界 Fisher 判 别 分 析 (Neighborhood Margin Fisher 

Discriminant Analysis，NMFDA )。对每一数据点，NMFDA

去寻找其邻域内与它距离最远的同类数据点以及距离最近

的异类数据点，将这两个点之间的边界在投影空间中尽量扩

大，因而能提高基于距离的识别算法的准确率。同时为了处

理高度非线性的数据，将 NMFDA 扩展，提出了 Kernel 

NMFDA，在 ORL 人脸数据库和 YALE 人脸数据库上的识

别实验，证明了提出算法的有效性。 
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