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摘　要　随着ＧＰＳ／水准及全球重力测量的加密和扩展，获取高精度的似大地水准面或高程异常（ζ）已比较容易，如

何进一步研究它和大地水准面或大地水准面高（犖）之间的关系（即所谓间接的方法）使大地水准面得到精化，这就是

本文的目的．文中对已推导的公式在模型作了验证，对如何利用地形等数据确定扰动重力垂直梯度也作了研究．结果

表明：在海拔４０００ｍ的高山地区，当似大地水准面的精度达到ｃｍ级时，大地水准面的精度也与之比较接近．
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０　引　言

我国的郭守敬早在１２７６年的水利测量中就注

意到以海平面作为高程基准面的问题．到了１８世

纪，在法国的大地测量工作中，这一基准面或辅助面

也得到了应用，将海潮最高水面和最低水位的平均

值称为绝对海平面，他还指出有必要将大地网投影

到向大陆延伸的静止的海平面上．在德国，继Ｇａｕｓｓ

和Ｂｅｓｓｅｌ的大地测量工作之后，Ｌｉｃｈｔｅｎｓｔｅｉｎ于

１８７２年首次将上述基准面称之为大地水准面
［１］．实

际上在此之前的１８４９年，英国的Ｓｔｏｋｅｓ发表了研

究地球形状的论文，该形状就是大地水准面的形状．

为使大地水准面之外不存在质量，许多大地测量学

家对此作出了不懈努力，其中以 Ｈｅｌｍｅｒｔ提出的凝
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聚法的工作为佳，但该法在高海拔地区，误差仍是很

大的［２］，不过近期类似于这一方法的研究仍受到一

些人的重视．值得一提的是，在１９４５～１９６０年期间，

前苏的 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ避开了大地水准面外不应存在

质量的缺点，提出了研究似大地水准面与真实地球

形状的理论［３～５］，该理论的出现具有划时代的意义．

在此后又得到了应用和发展，但所得的只是似大地

水准面，而ＧＰＳ水准的也同样可以求取似大地水准

面．现今由于卫星测高、海上、空中重力测量、全球定

位系统（ＧＰＳ）等手段已成功应用，而卫星重力梯度

仪等空间手段即将实现，如此可使大地测量边值问

题的研究在不断向前发展，也使大地水准面和似大

地水准面的研究继续引向深入．由于大地水准面具

有明显的物理意义和广泛的应用价值，因此研究和

精化大地水准面仍很重要．鉴于现今世界上绝大多

数国家仍然是在莫氏理论框架基础上求取似大地水

准高，而在由ζ转换为犖 中，均未顾及高程二次项

的影响，在山区该项将可能超过１０ｃｍ，因此在那里

要求精度达到ｃｍ级的大地水准面是不可能的．

由于大地水准面与似大地水准面之间存在着一

定的内在联系，例如它们都是位理论第三边值问题

的解，而Ｓｔｏｋｅｓ解就是 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ解的零级近似．

为了进一步揭示它们之间的差异与联系，近年来

Ｓｊｏｂｅｒｇ（１９９５）
［６］和边少锋等［７］先后采用不同方法，

推导了顾及高程二次项（犖－ζ）公式，这比文献（２）

和（８）提供并为当前一些作者所应用的近似公式要

精确得多．此外，Ｓｊｏｂｅｒｇ（２００６）
［９］，和 Ｔｅｎｚｅｒ

［１０］等

又推出了与上不同的公式，但将它们用于实践仍待

研究，为此我们在已文献（７）的基础上做了进一步研

究．在文献（６）和（７）中，前者的二次项用的地面点的

混合得力异常的垂直梯度，后者用的是纯重办异常

（扰动重力）的垂直梯度，其优点不仅方便可求，而且

公式中不存在三阶以上的高次项，尽管略去高次项

后，二者在数值上相差甚小．以上正是用间接法由ζ
求取犖 的理论依据．张赤军等还利用上述中的公式

确定了珠峰的大地水准面和正高［１１］．可以认为，随

着地形测量和大陆地质地球物理勘探的广泛开展，

以及 ＧＰＳ、ＩＳＡＲ（合成孔径雷达）、航空、航天雷达

（ＳｈｕｔｔｌｅＲａｄａｒ）
［１２］等技术的应用，由ζ求取犖 的方

法（包含高程二次项改正）将会进一步得到重视和运

用．

为了进一步检核边等推导公式的正确性，本文

又在文献（１３）的基础上进行一些计算和分析．

１　用间接法确定大地水准面的意义及其优点

到目前为止，以研究大地水准面形状为主要内

容的物理大地测量学经久不衰的原因，在于它不仅

在建立高程基准中不可缺少，而且它与地球物理空

间科学等紧密相联．自Ｓｔｏｋｅｓ理论为研究大地水准

面奠定了基础之后，许多学者对其前提即扰动位Ｔ

为大地水准面上的谐函数，（它包含着在大地水准面

之外没有质量）作了许多研究，其中贡献最为突出的

是莫洛金斯基对似大地水准面的研究，而边界值是

地球表面上的重力异常．近年来人们称用Ｓｔｏｋｅｓ公

式直接求取大地水准面的方法为直接法，其优点是

直观明显，但对多余质量的直接与间接影响的处理

仍然比较复杂，在处理中的有关公式也有待进一步

研究和实践，至于所求的精度尚需讨论．而由似大地

水准面推求大地水准面的方法称为间接法．由于大

地水准面在地球科学中是具有物理意义和几何意义

的一个基准面，它在人类生活和建设中，特别是在高

程的测定中起着很重要的作用．当今天在用直接法

确定大地水准面的效果不够好［１４］、而用间接法较为

理想的情况下，进一步挖掘其潜力很有意义，加之它

不需要对大地水准面以外的质量进行处理，只需在

地球表面测量重力的基础上加测垂直梯度，当然也

可用别的方法（充分利用地形数据）来取代［１５］．而重

力垂直梯度在物理大地测量中可得到进一步的应

用［１６］．

２　间接法的基本原理及相应公式

本文的目的是求出高精度的大地水准面，但为

方便起见，在公式的叙述中仍采用了（犖－ζ）形式．

由文献（６）可知，正高（犎０）及正常高（犎狀）有如下关系：

犖－ζ＝ 犎狀－犎０ ＝ 犎０（珚犵－珔γ）／珔γ， （１）

　　由于正常重力（γ）是一解析函数，故其平均值珔γ

可由公式易于计算出来．而重力平均值（珚犵）的计算

比较复杂，根据一些岩石密度的实际样品及地形资

料亦可以相当高精度推求，这时大地水准面与似大

地水准面的偏差就能很好地取得．

由于

犵狆 ＝γ狆＋犵狆－γ狆 ＝γ狆＋δ犵狆， （２）

如此在地面以上的空间犘点（忽略大气影响或

视之为无质量）有的重力垂直梯度 犵
（ ）犺

犵
犺 ＋狆

＝
γ
犺 狆

＋
δ犵
犺 狆

， （３）

式中右端两项分别为正常重力，扰动重力垂直梯度

６７
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（以１×１０－９ｓ－２为单位）：至于在地面以下时，由于

地形质量的影响，在经过界面有一与质量有关的突

变．

犵
犺 －狆

＝
γ
犺 狆

＋
δ犵
犺 狆

＋４π犌ρ， （４）

式中，犌为牛顿引力常数，ρ为地壳密度，一般可取

为ρ＝２６７０ｋｇ／ｍ
３；＋狆表示相应导数从空间向地

面求取；－狆表示相应的导数从地形内部向地面求

取（见图１）．

图１　地面一点的正高和正常高

Ｆｉｇ．１　Ｏｔｈｏｍｅｔｒｉｃｈｅｉｇｈｔａｎｄｎｏｒｍａｌ

ｈｅｉｇｈｔａｔｔｈｅｏｎｅａｒｔｈｓｕｒｆａｃｅ

　　对犵狆 在垂线方向求其积分平均值后，即得珚犵，

这时，

珚犵＝
１

犎∫
犎

０
犵狇（狕）ｄ狕

＝犵狆－
犎
２
－３０８６＋４π犌ρ＋

δ犵
（ ）犺 ， （５）

珔γ＝
１

犎∫
犎

０
γ犱γ＝γ０－３８０６

犎
２
， （６）

式中γ０ 为参考椭球上的正常重力值，如此有

珚犵－珔γ＝犵狆＋３８０６
犎
２
－２π犌ρ犎

－
犎
２
δ犵
犺
－γ０＋３８０６

犎
２
， （７）

顾及Ｂｏｕｇｕｅｒ异常（以１×１０
－５ｓ－２为单位）

Δ犵犫 ＝犵狆－２π犌ρ犎 ＋３８０６－γ０，

则珚犵－珔γ＝Δ犵犫－
犎
２
δ犵
犺
， （８）

将（８）式代入（１）式，最后得：

犖－ζ＝
Δ犵犫

γ
犎 －

１

２γ
δ犵
犺
犎２． （９）

这是一个不含高于二次项的封闭公式，式中 Ｈ

已略去其下角标，且以米为单位，因为即使正高

（犎０）和正常高（犎狀）相差几米，于计算精度无妨
［７］．

顺便指出，上一公式与Ｓｊｏｂｅｒｇ导出的公式
［６］

犖－ζ＝
Δ犵犫

γ
犎 －

１

２γ

Δ犵犳
犺
犎２
＋犗 犎（ ）３ （１０）

稍不同，在略去（１０）式犗（犎３）后，两者互差甚小，但

（９）式中右边第二项为同一点上重力异常（或扰动重

力）的垂直梯度，而（１０）式为空间异常（Δ犵犳）的垂直

梯度，且（９）式的推导过程更为简便．

式（９）中右端的第二项与异常的梯度直接相关，

因此局部效应更为显著．如果说重力垂直梯度刻划

了它与大地水准面的平均曲率的联系，那么扰动重

力垂直梯度则描述了大地水准面平均曲率与正常水

准面平均曲率的偏离．如此就把大地测量中的几何

概念和力学概念具体地联系起来．

上式右端的第一项的系数中含Δ犵犫，它反映了

区域场的影响；右端的第二面的系数中含有扰动重

力梯度，它显示了局部场的作用，只有一并考虑区域

场的贡献，这时由似大地水准面转化成大地水准面

在物理和数学意义上才能全面地反映出来．

３　基本公式在模型上的验证

３．１　 模型Ⅰ（半球体）

设地球表面为一平坦的表面，并取之参考面为

ＡＯＡ′（见图２），其上覆盖一半球体的高山（异常

体），球之半径为犚，顶点Ｐ距球心犗（坐标原点）的

高度为犎，且令犎＝犚＝３ｋｍ；球体的密度ρ与岩石

的平均密度相同，即为２６７０ｋｇ／ｍ
３；设参考面上的

重力γ为９．８ｍｓ
－２，球顶点Ｐ处的引力位可根据文

献（１８）推得，即

犞（犘）＝２π犌ρ
槡２ ２
３
－（ ）１
２
犚２， （１１）

图２　半球模型

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｈａｌｆｓｐｈｅｒｅｉｄｍｏｄｅｌ

显然，似大地水准面高

ζ＝犞（犘）／γ＝０．４４６ｍ ． （１２）

对于接近于Ｏ点上方大地水准面上（犘０）的引

力位应按内部点处理，同是可以推得（此处略去该异

常质量引起大地水准面到原点Ｏ的距离）

犞（犘０）＝π犌ρ犚
２， （１３）

７７
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犖 ＝犞（犘）／γ＝π犌ρ犚
２／γ＝０．５０３ｍ， （１４）

由此可得犖－ζ＝０．０５７ｍ．

该球体对顶部点（Ｐ）产生的重力异常或扰动重

力亦可由文献［１８］导出，且：

Δ犵（犘）＝２π犌ρ（１－槡２／３）犚＝１７７．４×１０
－５ｍｓ－２，

（１５）

而布格异常：

Δ犵犫＝Δ犵（犘）－２π犌ρ犎 ＝－１５８．３×１０
－５ｍｓ－２，

重力异常的垂直梯度：

δ犵
犎

＝
５

３
槡２π犌ρ＝－１３１９Ｅ（１Ｅ＝１０

－９ｓ－２）．

将上述结果代入反映大地水准面与似大地水准面之

差的公式（９）后，得

犖－ζ＝－０．４７５＋０．５９４＝０．１１９ｍ．

该值与由公式（１２）、（１４）算得的结果之差为０．０６２ｍ．

３．２　模型Ⅱ（球体）

这里所取模型与文献（１）相同（见图３）．设一常

密度（ρ１）为３０００ｋｇ／ｍ
３，半径为犚＝６ｋｍ的球状异

常体，它半露、半埋于地球表面的上、下方，且没有挤

出地球的质量，现将地球表面视为一参考面，而

图３　球体模型

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｐｈｅｒｏｉｄｍｏｄｅｌ

该参考面将异常球体一分为二．又设地球的

平均密度（ρ２）为常密度且等于６０００ｋｇ／ｍ
３，半径

犚ｅ为６０００ｋｍ，由此算得参考面上的重力γ＝

１０．０５８１２３ｍｓ－２，在异常球顶点Ｐ处的扰动重力或

重力异常：

Δ犵狆 ＝
４

３
π犌ρ１犚１ ＝Δ犵０ ＝５０２．９×１０

－５ｍｓ－２

布格异常：

　　Δ犵犫 ＝Δ犵０－２π犌ρ１犚１ ＝－
２

３
π犌ρ１犚１

＝－２５１．４×１０
－５ｍｓ－２，（１７）

似大地水准面高：

ζ＝
犌犿

γ犚１
＝
４

３γ
π犌ρ１犚

２
１ ＝３．００ｍ， （１８）

大地水准面高（该点在体内）：

犖 ＝
２

３
π犌ρ１（３犚

２
１－犖

２）／γ＝４．５０ｍ， （１９）

这时：

犖－ζ＝４．５０－３．００＝１．５０ｍ，

异常球顶点犘 处的重力异常或扰动重力垂直

梯度：

δ犵
犺
＝
δ犵
犚１

＝－
８

３
π犌ρ１ ＝－１６７６Ｅ， （２０）

将Δ犵犫 和δ犵／犺代入公式（９），得

犖－ζ＝－１．５０＋３．００＝１．５０ｍ．

这一结果与由公式（１８）和（１９）算得的结果完全

一致，也与文献（１）用水准、重力算得的结果相同．

３．３　模型Ⅲ（均衡补偿的两个球体）

这里取得模型也与文献（１）相同（见图４）．设异

常体为半径（狉０）分别等于３０ｋｍ互为补偿的两个均质

球体，它们的密度分别为ρ１和ρ２，且ρ１＝３０００ｋｇ／ｍ
３，

ρ２＝－３０００ｋｇ／ｍ
３，正密度的球体在上，负密度的球

体在下；它与参与面相切于犘′处；两球心（犗，犗′）的

距离犺０＝３０００ｍ，其联线与参考面垂直．取正常重

力γ＝９．７９７２０ｍｓ
－２，显然，从形式上看，它们的质

量得到完全的均衡补偿，这时由扰动位（异常位）引

起的似大地水准面高：

　ζ＝
１

γ

犌犿
犚１
－

犌犿
犚１＋犺（ ）

０
＝
Δ犵０犚１犺０
犚１＋犺０

＝６．９９６ｍ，

式中Δ犵０＝犌犿／犚
２＝２５１４×１０－５ｍｓ－２，ｍ为球之质量．

同理，由文献（１）可推得大地水准面高：

犖 ＝
Δ犵０

γ
犺０－

犺２０
２狉０
＋
犺０犖

狉（ ）
０
＝７．３１２ｍ，（２２）

图４　互为补偿的两个球体模型

Ｆｉｇ．４　Ｔｗｏｓｐｈｅｒｏｉｄｍｏｄｅｌｓｏｆｉｓｏｓｔａｔｉｃ

ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｅａｃｈｏｔｈｅｒ

８７
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从（２１）、（２２）式可得：犖－ζ＝０．３１６ｍ．

由于二小球引起上一小球顶点犘处的重力异常

Δ犵狆 ＝
４

３
π犌ρ狉０ １－

１
（１＋犺０／狉０）（ ）２

＝４３６×１０
－５ｍｓ－２， （２３）

在Δ犵狆 减去层间改正３７７×１０
－５ｍｓ－２后便得Δ犵犫，

即Δ犵犫＝５９×１０
－５ｍｓ－２．

而重力异常垂直梯度：

δ犵
犺
＝－

４

３
π犌ρ１－

１
（１＋犺０／狉０）（ ）３

＝ －０．１６７６＋０．（ ）１２５９ ×１０
５ｓ－２ ＝－４１７Ｅ．

将上述结果代入公式（９），可得犖－ζ＝０．３７２ｍ

此值与由公式（２１）和（２２）算得之结果０．３１６ｍ

相比，互差为０．０５６ｍ，这也是相当小的．

虽然以上三个模型不能完全代表实际的地球，

但由此证实，在距离地面达３０００ｍ时，顾及高程二

次项（犖－ζ）公式（９）的精度是很高的，互差的最大值

为０．０６２ｍ，最小值为０，它们的均方根差为０．０４８ｍ．

４　扰动重力垂直梯度的推求及其误差

扰动得力垂直梯度在大地重力学中的应用甚

广［１７］，关于扰动重力或重力异常的垂直梯度，目前

可以用高精度重力仪实测得到，但这在崎岖地区是

难以作到，本文采用了一种新的方法，即用地形质量

进行计算．

山区的重力异常为地球表面质量分布所左右，

从而它与地形高差极为相关，其相关系数达到０．９６

以上［９］，至于它的垂直梯度，更为地球表层的地形质

量所制约，这从异常体引起的扰动重力δ犵及其垂直

梯度δ犵／狕的表达式可以看出．由于δ犵仅与计算

点（狓、狔、狕）到异常体内的流动点（狌、狏、狑）的距离的

平方成反比，而其梯度则与距离的三次方成反比，即

离计算点越近，效应越明显．

人们还可得知，若原来计算点犘（狓、狔、狕）处的

重力异常及其梯度分别为Δ犵、δ犵／狕，但当异常体

形体及它到计算点的距离等尺寸缩小狀倍后的

犘′（１／狀狓、１／狀狔、１／狀狕）处重力异常及其梯度分别为

１／狀Δ犵（缩小了狀倍）、而δ犵／狕不变．因此，在研究

较浅、较近异常体时，用重力梯度比用重力异常更为

有利，它与异常体的大小（包括高差）相关得更好．如

前所说，空间异常为地形起伏左右，则其梯度更是如

此．这就是根据起伏的地形质量计算重力异常（扰动

重力）垂直梯度的基本依据．本文遂用此法计算扰动

重力的垂直梯度，并以（１－０．９６）＝４％作为它的相

对代表误差．

设地面点为坐标原点（计算点）犣轴垂直向下，

一般因地形质量引起，扰动重力垂直梯度不大于

１０００ｎｓ－２，故用４０ｎｓ－２作为它的代表误差．

现根据垂直梯度的柱座标公式计算出测点上的

异常垂直梯度．对于实心园柱有
［１９］：

δ犵
狕
＝－
δ犵
犎

　 ＝２π犌ρ
犣＋犎

（犚２＋（犣＋犎）
２）１／２－

犣
（犚２＋犣

２）１／［ ］２ ，
（２５）

对于空心情形：

δ犵
狕
＝
犱Δ犵
犱狕

＝２πρ犌
犣＋犎

（犚２２＋（犣＋犎）
２）１／２－

犣
（犚２２＋犣

２）１／［ ２

－
犣＋犎

（犚２１＋（犣＋犎）
１）１／２＋

犣
（犚２１＋犣

２）１／ ］２ （２６）

式中犌为引力常数：ρ为岩层密度；犣为测点距高度

为犎 的圆柱顶部中心的距离；犚，犚１，犚２，分别为圆

柱的半径及内、外半径．

值得指出：δ犵／狕仍可用直角坐标的公式表

示，这可充分利用数字地形模型的数据，但为便于讨

论以下问题，现仍采用柱坐标公式，根据（２５）、（２６）

式和较大比例尺的地形图，并依一定的环带读取的

平均高，即可以进行计算．在假定各个个环带的地形

质量引起的梯度效应相等的前提下，可以根据第一

个环节（半径）依次定出其它环带，详见文献（１２），当

推动犐＝９环带后，相应的外半径为１６５ｋｍ，对于高

度为４ｋｍ最外边的空心圆柱，它的梯度的效应也

只有８ｎｓ－２，故计算半径可到１６５ｋｍ为止．

在用地形质量计算垂直梯度时，我们对地表高

程、岩石密度等引起的误差作如下分析：

设高程的误差（包括读取地形数据）犿犎 ＝

±２ｍ，只要将（２５）式的右边对犎 进行微分，并进行

整理，可以得到异常垂直梯度的误差犿犎
，即：

犿狏犺犻 ＝２π犌ρ
犚犻＋１

犚２犻＋１＋犎（ ）２ ３／２－
犚２１

犚２１＋犎（ ）２ ３／［ ］２ 犿犎
，

（２７）

由文献（１２）可知由高程引起所有环带的误差：

犿犎＝±２７ｎｓ
－２．

在垂直梯度计算中一般采用平面公式，为比较

起见，现将其球面公式列出：

δ犵
狕
＝
π犌ρ犎
犚

１

ｓｉｎψ／２
＋３ｓｉｎψ／（ ）２

ψ

ψ０

， （２８）

９７
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其中狉地形质量的向径，ψ０ 与ψ为球面角距，犎 为

山岩高度（厚度）．经估算球面与平面的结果与互差

很小，故在计算中无需顾及地球的曲率．

综上所述，由于用地形质量计算的代表误差，

犿狉＝±４０ｎｓ
－２，计算中高程引起误差犿狏犺＝±２７ｎｓ

－２，

岸石密度引起的误差，犿狏狆＝±１２ｎｓ
－２，则垂直梯度

总的误差：

　　犕狏 ＝ ［４０
－２
＋２７

－２
＋１２

－２］１／２ ＝５０ｎｓ－
２，

　　　　（当犎 ＜４５００ｍ） （２９）

５　大地水准面的精度估算

当今一些国家和地区，因建设需要，似大地水准

面的精度已接近于厘米级，所采用的方法，一是大地

重力学方法，例如用修正的莫洛金斯基公式，二是

ＧＰＳ水准方法，可从大地高减去正常高求得，三是

以上两种方法的综合和处理，如此为精化大地水准

面提供了必要条件．

根据（９）式，可以推得，大地水准面的误差的平方：

犕
２

犖 ＝ 犕
２

ζ＋
犎（ ）γ

２

犕
２

Δ犵犫
＋
犎２

（ ）γ
２

犕
２［ ］狏 ．（３０）

对于括号中第二项，今设犕Δ犵犫＝±５×１０
－５ ｍｓ－２，

犎＝４０００ｍ时，其值为４ｃｍ２．

对括号中第三项，由于 犕狏＝５０ｎｓ
－２，当 犎＝

４０００ｍ时，其值为１６ｃｍ２．

现讨论第一项，设犕２ζ＝３６ｃｍ
２（当犕ζ＝±６ｃｍ

时），将上述结果代入上式后有：犕犖 ＝［３６＋４＋

１６］１
／２＝±７．５ｃｍ

从上述可知，在三项误差中占主要的还是似大地

水准面的误差，因此可以认为，若似大地水准面的精

度越高级别由此推求大地水准面的精度也相应较高．

６　结论与建议

（１）随着新技术的不断出现
［２０，２１］，一方面似大

地水准面可以更快速度和更高精度地获到，这为精

化大地水准提供了必要条件，另一方面，高精度的三

维地形图像或数据能够大量地采集，辅之以岩石密

度的资料，这样就为推求扰动重力垂直梯度创造了

前提．因此，按本文的方法操作，将使大地水准面得

到精化，当海拔在４０００ｍ左右时，大地水准面的精

度可能小于１０ｃｍ，这对于高海拔地区，例如我国中

西部山区是有意义的．

（２）模型的计算结果进一步表明：大地水准面与

似大地水准面偏差的表达式（９）是正确的，且它不包

含高程的三次及三次以上的各项．

（３）用地形质量（有较详细的地形及岩石密度数

据）计算扰动重力垂直梯度适合于山区，特别是在那

些难以攀登和难以用重力仪直接观测的山区更为适

用．

（４）在海拔较高的山区，公式（９）中二次项的影

响可能达到几十厘米，然而时至今日，尚未发现有人

顾及这一改正，建议予以考虑．
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