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摘　要　大陆上用重力数据和ＧＰＳ水准数据确定（似）大地水准面，海洋上用卫星测高数据确定（似）大地水准面．由

于沿海地区和近岸海域往往缺少完好的重力数据，近岸海域卫星测高数据质量相对较差，两类大地水准面在陆海相

接区域精度偏低且存在拼合差．纯几何方法拟合陆海局部区域大地水准面，不能顾及大地水准面的物理特性，拟合结

果不稳定．顾及到大地水准面的物理特性，依据其在局部所应满足的数学物理方程，拟合陆海局部区域大地水准面问

题，转化为Ｌａｐｌａｃｅ第一边值问题．讨论了有限元法衔接陆海局部区域大地水准面的数学思想，给出了相应的数学模型．
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０　引　言

我国大陆地区（似）大地水准面是利用高分辨率

ＤＴＭ和重力资料推算的重力大地水准面，并经与

我国ＧＰＳ水准所构成的高程异常控制网拟合，已具

有分米级精度［１］．我国海域大地水准面主要是利用

卫星测高数据计算垂线偏差反解出来的，即由卫星

测高剖面梯度数据计算海洋重力垂线偏差，再用

Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公式反解大地水准面高．尽管海洋上没

有大地水准面高的直接观测值，不能以实测值作检

核，但目前我国海域大地水准面内部检核已具有厘

米级精度［２］．可以认为陆海两类大地水准面都已达

到足够的精度，可以满足多数用户的需要．

由重力数据和ＧＰＳ水准数据确定的大陆（似）

大地水准面，和由卫星测高数据确定的海洋（似）大

地水准面，从理论上讲，如果所采用的参考椭球相

同，在陆海相接区域两类大地水准面应是无隙拼合，

它们可以构成一个完整的包括陆地和海洋在内的大

地水准面．但遗憾的是，由于沿海地区和近岸海域往

往缺少完好的重力数据，这降低了计算大陆沿海陆

地局部区域重力大地水准面的精度；而卫星测高数

据在近岸海域质量相对较差，这也影响了近岸海域
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测高大地水准面的精度．因此，两类大地水准面在陆

海相接地区精度偏低且存在拼合差．

由鉴于此，分析研究陆海两个大地水准面的拼

接问题已显得很有必要．一种方案是，在陆海毗邻的

局部地区，利用沿海大陆部分实测格网平均重力异

常和近岸海区测高格网平均重力异常，重新推算陆

海毗邻局部区域统一的重力大地水准面．如前所述，

这里所采用的陆海毗邻区域的数据质量较差，以此

构建的局部大地水准面往往失真．

目前，在陆海交接的区域，多是用“几何法”进行

曲面拟合［３］，以使大陆上的重力大地水准面和海洋

上的测高大地水准面衔接起来．例如，平面拟合，二

次曲面拟合，多面函数拟合，样条拟合等．显然，这种

纯几何的方法拟合的曲面不具有大地水准面的物理

特性，其拟合结果往往不稳定．

２　拼接陆海大地水准面的有限元思想

我们知道，大地水准面是一个均衡物理面，大地

水准面高犖 可以用一个调和函数犖（狓，狔，狕）来表

示［４，５］，它满足Ｌａｐｌａｃｅ方程


２犖

狓
２ ＋

２犖

狔
２ ＋

２犖

狕
２ ＝０， （１）

在陆海交接的局部区域，犖 可以看作是狓，狔的

二元函数犖（狓，狔），它满足２维Ｌａｐｌａｃｅ第一边值问题


２犖

狓
２ ＋


２犖

狔
２ ＝０， （２）

　　犖（狓，狔）犔 ＝犳（狓，狔）， （３）

式中 ，犔表示所选陆海毗邻局部区域的边界，犳（狓，狔）

为其上点的已知大地水准面高．

有限元法解Ｌａｐｌａｃｅ边值问题，首先根据变分

原理［５～７］，将上述问题转化为求以下泛函的极小值

问题，

犑［狌（狓，狔）］＝
１

２
犇

狌狓
２
＋狌狔［ ］２ ｄ狓ｄ狔ｍｉｎ

狌（狓，狔）犔 ＝犳（狓，狔

烅

烄

烆 ）

， （４）

然后构造由分段（片）连续函数构成的有限维函数空

间，利用有限元方法［６～８］，便得到有限元方程组．最

后解这个代数方程组［９，１０］就得到陆海毗邻局部区域

大地水准面高的有限元近似解．

３　拼接陆海大地水准面的有限元模型

有限元方法的逼近精度，依赖于边界已知点的

数值精度，也和边界已知点的数量有关．由于陆海毗

邻区域边界大地水准面布网比较稀疏，尤其是毗邻

区域（带状）横向边界内部点大地水准面高的质量较

差，不宜作为定解点采用．为提高有限元法的逼近精

度，首先加密边界点．

３．１　加密边界点

设边界上相邻两已知点占有区间［犪，犫］，端点处

大地水准面高已知．在［犪，犫］上大地水准面高（用狌（狓）

表示）对应Ｌａｐｌａｃｅ边值问题

狌狓狓 ＝０，　狓∈ （犪，犫）

狌（犪）＝狌犪，　狌（犫）＝狌
｛

犫

， （５）

则相应变分问题为

犑（狌）＝
１

２∫
犫

犪
狌２狓犱狓ｍｉｎ

狌（犪）＝狌犪，　狌（犫）＝狌

烅

烄

烆 犫

， （６）

３．１．１　划分单元

用节点犪＝狓０＜狓１＜…＜狓狀＝犫将区间［犪，犫］剖

分为狀个不重叠的小区间（单元）

犈犻＝ ［狓犻，狓犻＋１］，　犺犻＝狓犻＋１－狓犻，

犻＝０，１，２，…，狀－１，

（一般情况下可采用均匀分划）．

３．１．２　建立线性元

设在犈犻上狌（狓）是线性函数（由于狌（狓）光滑程

度较好，也可用高次元逼近），节点处狌（狓犻）＝狌犻，

狌（狓犻＋１）＝狌犻＋１已知，则

狌（狓）＝
狓犻＋１－狓

犺犻
狌犻＋

狓－狓犻
犺犻
狌犻＋１

狓∈犈犻，？犻＝０，１．２，…，狀－１．

从而在［犪，犫］上有

狌（狓）＝∑
狀

犻＝０

狌犻φ犻（狓），　狓∈ ［犪，犫］ （７）

式中φ犻（狓）为整体节点基函数：

φ犻（狓）＝

（狓－狓犻－１）／犺犻－１，　狓∈ ［狓犻－１，狓犻］

（狓犻＋１－狓）／犺犻，　狓∈ ［狓犻，狓犻＋１］

０，　

烅

烄

烆 其它

φ０（狓）＝
（狓１－狓）／犺０，　狓∈ ［狓０，狓１］

０，　｛ 其它

φ狀（狓）＝
（狓－狓狀－１）／犺狀－１，　狓∈ ［狓狀－１，狓狀］

０，　｛

烅

烄

烆 其它

且

φ犻（狓犼）＝δ犻犼 ＝
１，　犻＝犼

０，　犻≠｛ 犼

φ犻（狓）φ犼（狓）＝０，　狘犻－犼狘≥２

φ′犻（狓）φ′犼（狓）＝０，　狘犻－犼狘≥

烅

烄

烆 ２

３．１．３　构造有限元方程

依据有限元方法［５］，问题（５）对应有限元方程

犓狌＝犫， （８）

９３１１
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式中

犓＝

犽１１ 犽１２ … 犽１，狀－１

犽２１ 犽２２ … 犽２，狀－１

… … … …

犽狀－１，１ 犽狀－１，２ … 犽狀－１，狀－

熿

燀

燄

燅１

，

狌＝

狌１

狌２



狌狀－

熿

燀

燄

燅１

，　犫＝

狌犪
犺０

０



０

狌犫
犺狀－

熿

燀

燄

燅１

，

犽犻犼 ＝∫
犫

犪
φ′犻（狓）φ′犼（狓）ｄ狓＝

１

犺犻－１
＋
１

犺犻
，　犼＝犻

－
１

犺犻
，　犼＝犻＋１

－
１

犺犻－１
，　犼＝犻－１

０，　

烅

烄

烆 其它

，

犻＝１，２，…，狀－１

犓是三对角对称正定矩阵，可用追赶法解方程（８）．

将解狌犻（犻＝１，２，…，狀－１）连同狌０＝狌犪，狌狀＝狌犫 代入

（７）式，即得边界段［犪，犫］上大地水准面高的有限元

近似解表达式，据此可以计算该边界段上一切需要

的边界点大地水准面高数值．

３．２　拼接陆海大地水准面的有限元法

现在陆海毗邻局部区域边界上已经有了比较稠

密的精度较高的大地水准面高数值．有限元法拼接

陆海大地水准面，即在陆海毗邻局部区域逼近大地

水准面，类似于上节讨论，需要经过以下步骤．

３．２．１　划分单元

把陆海毗邻局部区域分割成一系列三角形单元

的组合，三角形的顶点称为节点．注意：（１）为了方便

构造插值型函数，要求每个单元的顶点只能是相邻

单元的顶点．（２）为了保证有限元解有较好的精度，

要求每个单元中尽量避免出现大的钝角、大的边长

和很小的内角．（３）如参考高分辨率的数字地形模型

（ＤＴＭ），可在地形变化较大的地方把单元分的细密

些；而变化比较平缓处，相应的三角网格可以稀一

点．相隔很远的单元之间，相应边长可相差数倍，但

从稀到密应是逐渐过渡的，而不是急剧变化的．（４）

单元的编号可以任意，但节点编号的顺序将直接影

响有限元方程组系数阵的结构（带宽）．我们要求所

有两个相邻节点编号之差的绝对值中的最大者尽量

小．

３．２．２　建立线性元

在每个单元上，不妨假定大地水准面高犖 是点

位（狓，狔）的线性函数狌（狓，狔），即设

狌＝犪狓＋犫狔＋犮， （９）

利用该单元犲＝Δ犘犻犘犼犘犿（它们的顺序是逆时针的）

上三个节点所对应的值狌犻，狌犼，狌犿，由线性方程组

犪狓犻＋犫狔犻＋犮＝狌犻

犪狓犼＋犫狔犼＋犮＝狌犼

犪狓犿 ＋犫狔犿＋犮＝狌

烅

烄

烆 犿

解得模型参数

犪＝
１

２Δ犲

狔犼 １

狔犿 １
狌犻＋

狔犿 １

狔犻 １
狌犼＋

狔犻 １

狔犼 １
狌［ ］犿 ，

犫＝
１

２Δ犲
－
狓犼 １

狓犿 １
狌犻－

狓犿 １

狓犻 １
狌犼－

狓犻 １

狓犼 １
狌［ ］犿 ，

犮＝
１

２Δ犲

狓犼 狔犼

狓犿 狔犿
狌犻＋

狓犿 狔犿

狓犻 狔犻
狌犼＋

狓犻 狔犻

狓犼 狔犼
狌［ ］犿 ，

其中

Δ犲 ＝
１

２

狓犻 狔犻 １

狓犼 狔犼 １

狓犿 狔犿 １

是三角形单元犲＝Δ犘犻犘犼犘犿 的面积．把它们代入（９）

式，得到单元犲上的插值函数

　狌＝犳犻（狓，狔）狌犻＋犳犼（狓，狔）狌犼＋犳犿（狓，狔）狌犿，（１０）

其中

犳犻＝
１

２Δ犲
犪犻狓＋犫犻狔＋犮［ ］犻 ，

犪犻＝
狔犼 １

狔犿 １
，犫犻＝－

狓犼 １

狓犿 １
，犮犻＝

狓犼 狔犼

狓犿 狔犿
，

犳犼，犳犿 以及常数犪犼，犫犼，犮犼，犪犿，犫犿，犮犿 的表达式，可以

由犳犻，犪犻，犫犻，犮犻的表达式通过脚标轮换犻→犼→犿→犻

得到．记狌犲 ＝ 狌犻，狌犼，狌［ ］犿
Ｔ，犳＝ 犳犻，犳犼，犳［ ］犿

Ｔ 在单

元犲上则有

狌＝犳
Ｔ狌犲．

３．２．３　构建刚度矩阵

在单元ｅ＝Δ犘犻犘犼犘犿 上，单元刚度矩阵

犓犲 ＝

犽犲犻犻 犽犲犻犼 犽犲犻犿

犽犲犼犻 犽犲犼犼 犽犲犼犿

犽犲犿犻 犽
犲
犿犼 犽

犲

熿

燀

燄

燅犿犿

其中

犽犲狊狋 ＝Δ犲
犳狊

狓
犳狋

狓
＋
犳狊

狔

犳狋

［ ］狔
＝
１

４Δ犲
犪狊犪狋＋犫狊犫（ ）狋 （狊，狋＝犻，犼，犿）

依据有限元方法，有限元方程为
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犓犲狌犲 ＝０． （１１）

容易验证系数矩阵犓犲是对称正定矩阵．

为了便于叠加，需对狌犲，犓犲进行扩充．设所选陆

海毗邻局部区域经剖分后共有犖犈个单元，犖 个节

点，则可将狌犲，犓犲分别扩充成犖 维向量和犖×犖 方

阵．单元节点的编号序数犻，犼，犿 可按实际大小放在

向量和矩阵的相应行列上．例如，当犻＜犼＜犿时

　　犓犲 ＝

  

… 犽犲犼犼 … 犽犲犼犻 … 犽犲犼犿 …

  

… 犽犲犻犼 … 犽犲犻犻 … 犽犲犻犿 …

  

… 犽犲犿犼 … 犽犲犿犻 … 犽犲犿犿 …

熿

燀

燄

燅  

，

狌犲 ＝ （…，狌犲犻，…，狌犲犼，…，狌犲犿，…）
Ｔ．

在扩充以后，我们可以把所有单元上的有限元方程

叠加：

∑
犖犈

狀＝１

犓犲狀狌犲狀 ＝０或犓狌＝０， （１２）

其中

犓＝∑
犖犈

狀＝１

犓犲狀，　狌＝∑
犖犈

狀＝１

狌犲狀 ＝ 狌１，狌２，…，狌（ ）犖
Ｔ，

犓是对称正定稀疏矩阵．

３．２．４　求解陆海局域大地水准面

设陆海毗邻区域边界上已知点值狌犔狀（狀＝１，２，

３，…，狆），令

狌犔 ＝ …，狌犔
１
，…，狌犔

２
，…，狌犔

狆
（ ），… Ｔ，

狌犇 ＝ （狌犻，…，狌犔
１－１
，０，狌犔

１＋１
，…，狌犔

２－１
，０，

狌犔
２＋１
，…，狌犔

狆
－１，０，狌犔

狆
＋１，…，狌犖）

Ｔ，

则（１２）式为

犓狌犇 ＋犓狌犔 ＝０． （１３）

记犵＝－犓狌犔 ，则（１３）式变为

犓狌犇 ＝犵． （１４）

在具体计算时，只需先计算单元刚度矩阵（的元

素）（由单元刚度矩阵的对称性，只需计算其上三角

部分的元素），按其脚标编号对号入座，即可形成总

刚矩阵犓．从方程组（１４）中解得所有内插点值狌犻，再

由边界点值狌犔狀和给定的插值多项式，即可得单元

犲＝Δ犘犻犘犼犘犿上大地水准面高的近似解狌（狓，狔）的表

达式

狌＝犳犻（狓，狔）狌犻＋犳犼（狓，狔）狌犼＋犳犿（狓，狔）狌犿．

４　结　语

利用沿海大陆部分实测重力异常和近岸海区测

高重力异常，推算陆海局部区域统一的重力大地水

准面．由于陆海交接区域的数据质量较差，由此推算

的局部大地水准面不可靠．

大地水准面是一个均衡物理面，在数学上可以

用一个调和函数来表示大地水准面高犖，在陆海交

接的局部区域，其数学模型可表现为Ｌａｐｌａｃｅ第一

边值问题．

有限元法解Ｌａｐｌａｃｅ边值问题是一种最有效的

数值方法之一．它用分片线性但整体连续的曲面逼

近陆海毗邻局部区域大地水准面．

有限元方法的逼近精度，依赖于边界已知点的

数值精度，也和边界已知点的数量有关．陆海毗邻区

域大地水准面布点比较稀疏，尤其是毗邻区域带横

向边界内部点大地水准面高的质量较差．为提高逼

近精度，采用有限元法加密边界点．

由于陆海毗邻区域没有高精度的大地水准面高

的直接观测值，以本文给出的方法计算大地水准面

不能以实测数据作检核．我们采用目前最新的重力

场模型在某局部区域进行了试算，其拟合残差值为

厘米级精度，表明本文所建立的数学模型切实可行．
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