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摘　要　基于ＧＰＳ／重力边值问题的连续趋近解，推导了形式上更为简单，物理意义更加明确的实用公式．同时利用

扰动重力的泰勒级数展开式直接证明了ＧＰＳ／重力边值问题实用公式的正确性，并且进一步阐明其物理含义．在实用

公式中，我们引入了扰动重力垂直梯度这个物理量，这在观测数据多元化的今天具有积极意义．
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０　引　言

在ＧＰＳ出现之前，由于大地高无法获取，人们

对边值问题的研究主要集中于第三边值问题，而对

第二边值问题的研究主要停留在理论阶段．随着卫

星技术发展，尤其是ＧＰＳ卫星的成功应用，我们可

以快速、高精度地获取地面任意点的三维坐标，这意

味着地面任意点的大地高获取已经成为现实．ＧＰＳ

技术为物理大地测量带来了新的机遇，我们可以直

接利用地面重力数据以及对应点的ＧＰＳ大地高直

接求得扰动重力，从而使得物理大地测量第二边值

问题跨越理论阶段成为现实可用的模型．事实上，已

有不少大地测量学者在关注此问题的研究．早在

１９９８年，Ｍｏｒｉｔｚ简要论述了ＧＰＳ出现后物理大地

测量学科的变化，提出了ＧＰＳ／重力边值问题基本

概念；李斐等人给出了ＧＰＳ／重力边值问题更为详

尽的论述和数学表达，并且推导出了该问题的连续

趋近解［１，２］；李叶才比较了Ｓｔｏｋｅｓ积分和 Ｈｏｔｉｎｅ积

分的性质，指出 Ｈｏｔｉｎｅ积分是更有利于确定高精度

大地水准面的方法［３］；于锦海等人详细研究了 Ｏ

（Ｔ２）精度下如何利用ＧＰＳ和重力观测值确定地球

外部重力场的问题，以参考椭球为界面建立起了完

整的理论和相应的精度判断准则［４，５］；吴晓平等利

用扰动重力边值问题计算的垂线偏差分量与高程异

常有非常好的一致性，指出了以扰动重力为边值的

固定边值问题的优点［６］．而 Ｈｏｔｉｎｅ核与固定边值问

题固有的优良属性［７，８］必将成为重力场研究中的主

要方法之一．

在本文中，我们进一步分析了文献［１］中ＧＰＳ／

重力边值问题的连续趋近解，然后对该解式进一步

简化，详细推导了求解该问题更为实用的公式，同时

指明误差取舍情况，最后利用扰动重力泰勒级数展
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开式直接证明了其正确性和物理意义所在．在实用

公式中，扰动重力这一物理量的引入在数据类型不

断丰富、原始数据不断积累，尤其是卫星重力快速发

展的今天无疑对重力场精细结构构建具有重要意

义［９～１７］．

１　ＧＰＳ／重力边值问题

ＧＰＳ／重力边值问题定义
［１］为：以 ＧＰＳ观测得

到的大地高数据及其对应点的重力观测数据，计算

该点的扰动重力，并以地球自然表面为边界，以其上

的扰动重力δ犵 为边值，构建出关于地面扰动位的

Ｌａｐｌａｃｅ方程定解问题，即：

求解扰动位犜，满足：

Δ犜 ＝０，

犜

狀 犛
＝－δ犵

烅

烄

烆
，

（１）

其中，犜
狀 犛

为扰动位犜 沿垂向狀的导数；犛为地球

自然表面．方程（１）与传统的大地边值问题的关键区

别在于：

（１）边界面犛是已知的固定边界；

（２）边界条件为扰动重力δ犵，而非重力异常

Δ犵．

由于边界面犛不是一个等位面，问题（１）的求

解较为复杂，李斐等人应用连续趋近法得到问题（１）

的级数解，其一阶逼近解的形式为

犜＝犜０＋犜１ ＝
犚
４π∫σ（δ犵＋δ犵１）犎（ψ）ｄσ，（２）

其中，ψ为计算点与流动点之间的角距，犎（ψ）为的

Ｈｏｔｉｎｅ核，Ｒ为地球平均半径，σ为单位球面，而

δ犵１ 等于

δ犵１ ＝
犚２

２π∫σ
犺－犺ｐ
犾３０

δ犵－
１

８π∫σδ犵犎（ψ）ｄ［ ］σｄσ， （３）

其中，犾０ 为流动点与计算点之间对应的单位球面

距．犺－犺ｐ为计算点与流动点之间的大地高差，它可

以由ＧＰＳ观测准确获得．

２　ＧＰＳ／重力边值问题的实用表达推导

观察ＧＰＳ／重力边值问题的一阶连续趋近解，

实际上形式还是比较复杂．能不能推导出形式上更

为简单，而又不影响精度或在一定精度范围内等价

的公式呢？本节内容将回答这个问题．

在公式（３）中，将犜０代入，那么δ犵１可以写成如

下形式：

δ犵１ ＝
犚２

２π∫σ
犺－犺ｐ
犾３

δ犵－
犜０
２［ ］犚 ｄσ． （４）

假设有函数

μ＝δ犵－
犜０
２犚
， （５）

同时我们可以将 （犺－犺ｐ）μ表示成如下形式

（犺－犺ｐ）μ＝ （犺－犺ｐ）μ＋犺ｐμｐ－犺ｐμｐ

＝－犺ｐ（μ－μｐ）＋（犺μ－犺ｐμｐ）．（６）

将上述等式代入方程（４），可以得到

δ犵１ ＝－犺
犚２

２π∫σ
μ－μｐ
犾３０

ｄσ

＋
犚２

２π∫σ
犺μ－（犺μ）ｐ

犾３０
ｄσ． （７）

应用物理大地测量中的球谐函数方法［７］，可以将式

（７）以球谐函数表达，即

δ犵１ ＝δ犵１１＋δ犵１２

＝
犺
犚∑

∞

狀＝０

狀μ狀－
１

犚∑
∞

狀＝０

狀（犺μ）狀 ． （８）

设μ和犺μ的球谐函数表达式为

μ＝∑
∞

狀＝０
μ狀

和

犺μ＝∑
∞

狀＝０

（犺μ）狀 ， （９）

将等式

犺∑
∞

狀＝０
μ狀 ＝犺μ＝∑

∞

狀＝０

（犺μ）狀

乘以 １
犚
，同时与式（８）等式右边相加，可以得到

δ犵１ ＝δ犵１１＋δ犵１２ ＝
犺
犚∑

∞

狀＝０

（狀＋１）μ狀

－
１

犚∑
∞

狀＝０

（狀＋１）（犺μ）狀 ． （１０）

在此，δ犵１ 可以分为两部分，即

δ犵１１ ＝
犺
犚∑

∞

狀＝０

（狀＋１）μ狀

和

δ犵１２ ＝－
１

犚∑
∞

狀＝０

（狀＋１）（犺μ）狀 ． （１１）

将δ犵和犜０（注意，这里犜０ 表示的意义为犜的

零阶近似，而不是零阶谐函数）表示为球谐函数形式

δ犵＝∑δ犵狀 和犜０ ＝∑犜狀 ，考虑式（５），式（１１）可

以转化为

δ犵１１ ＝
犺
犚∑

∞

狀＝０

（狀＋１）δ犵狀－
犺

２犚２∑
∞

狀＝０

（狀＋１）犜狀 ．（１２）

根据物理大地测量学理论［１８，１９］，可推出有以下

７４７１
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等式成立，即

１

犚∑
∞

０

（狀＋２）δ犵狀 ＝－
δ犵
犺

和

１

犚∑
∞

０

（狀＋１）犜狀 ＝δ犵， （１３）

将式（１３）代入（１２），同时忽略
犺
犚
量级误差，可以得

出

δ犵１１ ＝－犺
δ犵
犺
． （１４）

根据δ犵１ 项的分解方法，同样可以将一阶地形

项ζ１ 分解为

ζ１ ＝ζ１１＋ζ１２ ， （１５）

于是有

ζ１１ ＝
犚
４πγ∫σδ犵１１犎（ψ）ｄσ

＝
犚
４πγ∫σ －犺

δ犵
［ ］犺 犎（ψ）ｄσ， （１６）

那么ζ１２ 可表示为

ζ１２ ＝
犚
４πγ∫σδ犵１２犎（ψ）ｄσ， （１７）

Ｈｏｔｉｎｅ公式的球谐函数表达式为
［２０］

ζ狀 ＝
犚

（狀＋１）γ
δ犵狀 ， （１８）

将上式中ζ代之以ζ１２ ，δ犵 代之以δ犵１２ ，顾及式

（１４），将ｎ＝０到 ∞ 求和，考虑式（５），并且忽略误差

为犺
犚
的数量级误差，那么有以下表达式成立

ζ１２ ＝－
犺

γ
δ犵， （１９）

我们知道，扰动重力与扰动位之间的关系为

δ犵＝－
犜

犺
，

将上式进一步变换可得到

δ犵
γ
＝－
犜

犺
·１
γ
＝－

（
犜

γ）

犺
＝－
ζ
犺
， （２０）

那么式（１９）则变为

ζ１２ ＝
ζ
犺
·犺， （２１）

这样公式（２）可以表示为

ζ＝
犚
４πγ∫σ（δ犵－

δ犵
犺
犺）犎（ψ）ｄσ＋

ζ
犺
犺． （２２）

此方程形式简单，几何意义明显，在此称其为

ＧＰＳ／重力边值问题的实用表达式．我们可以简单的

描述一下此公式物理含义，如图１所示，将地面扰动

重力归算到椭球（或球）面上，然后代入Ｈｏｔｉｎｅ积分

计算出椭球（或球）面上的高程异常，最后再加一个

改正项，从而又归算到地面上．

３　ＧＰＳ／重力边值问题实用表达简化与分析

回顾上节ＧＰＳ／重力边值问题的实用表达推导

过程，我们多次忽略了犺
犚
量级误差影响．事实上，在

式（５）中，如果用δ犵近似替代μ，引起的相对误差量

级也不会大于犺
犚
．其实在实用表达推导过程中，已

多次忽略了该项误差．因此，在此可以将式（３）直接

表示为

δ犵１ ＝
犚２

２π∫σ
犺－犺ｐ
犾３０
δ犵ｄσ． （２３）

利用该式可以直接参照本文第３节的方法推导

出ＧＰＳ／重力边值问题的实用表达，因此该式在忽

略犺
犚
量级误差的情况下，与式（３）以及式（２１）中的

一阶项是等价的．需要特别指出的是，与传统的

Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ第三边值问题不同，由于在推导过程中

μ的表达式不同，引起的误差量级也有所区别．从定

量化的角度分析，ＧＰＳ／重力边值问题的实用表达要

比在第三边值问题中忽略的误差小，其误差值约为

第三边值问题的３３％．

图１　归化到Ｐ点参考面示意图

Ｆｉｇ．１　ＲｅｄｕｃｔｉｏｎｔｏｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｌｅｖｅｌｏｆｐｏｉｎｔＰ

如图１所示，如果要将地面扰动重力归算到以

大地高为犺ｐ的点参考面上，那么在计算点Ｐ的高程

异常时，式（２２）中犺必须以犺－犺ｐ替代，而式中第二

项为零，从而得到如下方程

犜 ＝
犚
４π∫σ δ犵－（犺－犺狆）

δ犵
［ ］犺 犎（ψ）ｄσ．

（２４）

事实上，可以将地球表面上的扰动重力δ犵延拓到Ｐ

点的参考面上（如图１），它们可以通过泰勒级数联

８４７１
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系起来［２１］，即

δ犵＝δ犵＇＋（犺－犺ｐ）
δ犵
犺

＋
１

２
（犺－犺ｐ）

２
２
δ犵
犺

２ ＋···． （２５）

因为δ犵＇是以Ｐ点为参考面上数据，因此可以

利用Ｈｏｔｉｎｅ积分求解高程异常，即

ζ＝
犚
４πγ∫σδ犵＇犎（ψ）ｄσ， （２６）

在式（２５）中，如果只考虑扰动重力梯度项，那么Ｐ

点水准面上的δ犵＇可以表示为

δ犵＇＝δ犵－（犺－犺ｐ）
δ犵
犺
． （２７）

将上式代入式（２６），亦可得出与式（２４）相同的

表达式，我们将这个表达式称为 ＧＰＳ／重力边值问

题的实用公式．ＧＰＳ／重力边值问题的实用公式具有

简单，物理意义明确的特点．它的几何意义是：扰动

重力从地面归算到所计算点参考面上．这样，各个计

算点具有不同的参考面．同时该实用公式引入扰动

重力垂直梯度这一物理量，这在局部重力场确定中

有着重要意义［２２，２３］．

从式（２５）可以看出，该实用公式只是考虑到了

泰勒级数展开式中的一阶项，而对包括二阶及以上

的项进行了直接取舍．在当前厘米级（似）大地水准

面精度要求下，这种做法是否合适尚需进行深入研

究．在以重力异常为基本输入量的 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ边

值问题中，章传银等人通过详细分析厘米级高程异

常的地形影响特征，得出在我国丘陵及山区必须考

虑 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ二阶项的影响
［２４］．因此定量地预估

ＧＰＳ／重力边值问题二阶项影响，理论上推导适合厘

米级（似）大地水准面的ＧＰＳ／重力边值问题公式将

具有非常重要的意义．

４　结　语

ＧＰＳ技术的出现，不仅使物理大地测量的理论

体系发生了改变，解决了物理大地测量中的一些难

题，也为传统物理大地测量的理论和方法赋予了新

的内涵．本文详细的描述了 ＧＰＳ／重力边值问题实

用公式的推导过程，指出了忽略的误差量级以及几

种表达式在忽略犺
犚
相对误差量级的等价性，同时对

其物理意义进行了详尽的阐述，最后利用扰动重力

的泰勒级数展开式直接证明了实用公式的正确性和

物理意义．事实上，相比第三边值问题而言，对

ＧＰＳ／重力边值问题的研究还是初步的，尤其是在实

际应用阶段与第三边值问题还具有较大的差距．因

此，发挥ＧＰＳ技术的优势，继续研究ＧＰＳ／重力边值

问题，开发适合厘米级大地水准面的理论和实用模

型将是以后的研究方向．
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