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槽孔加工中钻杆系统的非线性运动与动力稳定性
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【摘要】 考虑了切削力波动、质量偏心及切削液流体力对钻杆动特性的影响。在求解切削液动态流体力时，

引入变分约束原理，在动力积分、迭代过程中实时形成修正的犚犲狔狀狅犾犱狊方程变分形式的有限元方程及其扰动方程，

同时求得了切削液流体力及其犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵，并且使其具有相互协调一致的精度。在求解钻杆系统非线性动力学

响应时，通过改变系统的时间尺度，使系统周期轨迹的周期显式地出现在系统方程中，并将周期也作为一个参数参

与到迭代过程中，减少了对周期轨迹及其周期求解的计算量。同时，运用犉犾狅狇狌犲狋稳定性理论，将理论计算与实验

结果相结合分析了随系统控制参数改变钻杆系统周期运动的局部稳定性和分岔行为。
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引言

槽孔加工与传统的单孔加工，其加工过程和切

削机理并无差别，只是钻杆的稳定性更差，孔中心更

容易偏斜。钻杆在狭长的孔径里工作，加工过程中

细长钻杆要承受压、弯、扭及液力载荷，其动力学行

为对孔加工质量有很大影响。因此，对钻杆系统的
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运动稳定性以及运动的有效控制越来越受到人们的



重视［１～８］。

目前，对深孔加工钻杆系统的动力学研究，通常

将钻杆系统简化为全圆无限长或浸没在静态流体中

的梁模型［９～１０］，以期得到钻杆所承受的切削液流体

力解析表达式，这与实际情况存在明显差异。实际

上钻杆系统在加工中呈现出明显的非线性，并且非

线性切削液流体力不具有解析表达式。本文运用变

分约束原理实时修正切削液流体的犚犲狔狀狅犾犱狊方程

变分形式，使非线性切削液流体力及其犑犪犮狅犫犻犪狀矩

阵同时计算完成，并且使其具有相互协调一致的精

度。通过对犖犲狑狋狅狀打靶法进行改造，将周期也作

为一个参数参与到打靶过程中，从而迅速求得系统

的周期运行轨迹及其周期。以此为基础，结合

犉犾狅狇狌犲狋稳定性理论研究钻杆系统周期运动的局部

稳定性和分岔行为。

１ 钻杆系统的动力方程

槽孔加工中，钻削刀具装在圆形空心钻杆上，相

对工件作高速旋转运动，高压切削液通过钻杆与孔

壁之间进入切削区，对刀具切削部分进行冷却润滑，

并把切屑从刀杆内孔中排出，如图１所示。

图１ 深孔钻削原理示意图
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１．钻头 ２．工件 ３．授油器 ４．钻杆 ５．切削液

图２为槽孔加工钻杆柔性回转系统模型，其动

力学方程可表示为
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式中 犕———集总到加工孔颈处的钻杆质量矩阵

犓———集总到加工孔颈处的刚度矩阵

犙———施加在钻杆上的周期激励力

狇———钻杆的位移向量

犿———集总到加工孔颈处的钻杆质量

犵———重力加速度 ω———钻杆角速度

犈、犐———钻杆的弹性模量和转动惯性矩

犾、犾犮———钻杆长度和加工深度

犉狓、犉狔———钻杆在狓和狔负方向上的切削液

流体力分量

犉犮狓、犉犮狔———钻杆在狓和狔负方向上承受切

削力的波动分量

犲狓、犲狔———钻杆在孔颈内不平衡质量偏心距

在狓和狔方向上的分量

图２ 槽孔加工钻杆系统示意图
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当引入状态变量犡＝（狇，狇
·
）犜后，其相应的系统方

程在状态空间中可表示为
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２ 切削液流体力及其犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵

对于实际钻杆系统，不具有解析形式的切削液

流体力，而在计算钻杆系统的非线性响应及其稳定

性分析时，每一时刻的打靶迭代均需要切削液流体

力及其犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵。切削液流体力及其犑犪犮狅犫犻犪狀

矩阵协调一致的精度不仅影响到打靶法是否收敛，

而且对周期解的稳定性及分岔的分析有着极其重要

的影响。同时，任一时刻流体力的犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵的

准确性又影响着判断周期解稳定性的犉犾狅狇狌犲狋乘子

的求解。基于上述问题，运用有限元法求解具有

犚犲狔狀狅犾犱狊边界的切削液动态流体力及其犑犪犮狅犫犻犪狀矩

阵。将流体力视为钻杆中心位移及速度的函数，由

此得到一组微分方程，根据该方程组的特点，在求出

流体力的同时，可很快求得其犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵。

对于具有犚犲狔狀狅犾犱狊边界条件的有限长钻杆切

削液流体力满足
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式中 狆———切削液流体动态压力函数
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μ———切削液流体动力粘度

犱／犾———被加工孔长径比的倒数

δ———钻杆与工件内孔壁间的切削液厚度

———从轴负方向到切削液膜位置的角度

图３中θ为偏位角，φ为偏位线与钻杆中心连

线至切削液膜位置的角度。

图３ 槽孔模型及其计算坐标
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式（３）可等价于如下离散的变分不等式
［１１～１２］

＾
ψ（狆，狇）≥^ξ（狇） （狇∈犓） （４）

狆≥０于Ω 狆＝狆犻狀于Ω
狆
φ犫
＝０

其中

＾
ξ（狇）＝Ω

（^ξ狇）犱Ω 犓＝｛狆∈犎１０，狆≥０于Ω｝

＾
ψ（狆，狇）＝Ω

犱３（
μ

狆



狇

 （＋ 犱）犾
２ 狆

狕

狇


）狕 犱Ω

式中 ＾
ψ（狆，狇）———犎

１
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１
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称、椭圆双线性泛函

＾
ξ（狇）———线性泛函 狆犻狀———供油压力

犎１０（Ω）———犛狅犫狅犾犲狏空间

φ犫———偏位线与钻杆中心连线至切削液膜完

整区和切削液膜破裂区交界线（随位

移和速度扰动变化的曲线）的夹角

由于切削液流体力是钻杆中心动态位置的函

数，所以切削液流体力犉狓、犉狔对动态压力分别积分

后得到

犉狓（狓，狔，狓
·，狔

·）＝－Ω
狆（狓，狔，狓

·，狔
·）狊犻狀犱Ω

犉狔（狓，狔，狓
·，狔

·）＝－Ω
狆（狓，狔，狓

·，狔
·）犮狅狊犱

烅

烄

烆
Ω

（５）

运用８节点等参有限元法可求出切削液膜区域

各节点的压力分布狆犻。压力函数为

狆＝∑
狀

犻＝１
狆犻犖犻 （６）

式中 犖犻———有限元插值函数

式（６）代入不等式（４）可得如下狀阶离散不等

式方程

犞犜^ψ狆≥犞
犜^
ξ （犞≥０） （７）

其中 ＾
ψ＝［^ψ犻犼］∈犚

狀×狀 ＾
ξ＝［^ξ犻］∈犚

狀

狆＝［狆犻］∈犚
狀 犞＝［狇犻］∈犚

狀

为了求解式（７），将其等价为约束迭代方程
＾
ψ（狓，狔）狆＝

＾
ξ（狓，狔，狓

·
，狔
·
） （８）

式中矩阵＾ψ和矢量
＾
ξ分别为边值问题第１类及第２

类约束条件的稀疏、带状、对称矩阵和列矢量。解出

狆后将式（６）代入式（５）可得

犉狓（狓，狔，狓
·，狔

·）＝∑
狀

犻＝１
狆犻狉犻＝狉

犜狆

犉狔（狓，狔，狓
·，狔

·）＝∑
狀

犻＝１
狆犻狏犻＝狏

犜

烅

烄

烆 狆

（９）

其中 狉＝－Ω
犖狊犻狀犱Ω 狏＝－Ω

犖犮狅狊犱Ω

均为常数列矢量。切削液流体力犉狓、犉狔相对于狓、

狔和狓
·
、狔
·
的犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵表示为

犉犻犼＝

犳狓
狓

犳狓
狔

犳狓
狓
·

犳狓
狔
·

犳狔

狓

犳狔

狔

犳狔

狓
·

犳狔

狔

熿

燀

燄

燅
·

＝

狉犜狆狓 狉
犜狆狔 狉

犜狆狓· 狉
犜狆狔·

狏犜狆狓 狏
犜狆狔 狏

犜狆狓· 狏
犜狆狔

熿

燀

燄

燅·

（犻＝狓，狔；犼＝狓，狔，狓
·
，狔
·
） （１０）

其中 狆狓＝
狆

狓 狆狔＝
狆

狔
狆狓·＝

狆

狓
· 狆狔·＝

狆

狔
·

式（８）分别对狓、狔、狓
·
、狔
·
求偏导数可得如下扰动

方程

＾
ψ狆犽＝

＾
ξ犽－

＾
ψ犽狆 （犽＝狓，狔，狓

·
，狔
·
） （１１）

式中矩阵＾ψ犽和矢量
＾
ξ犽的元素分别为

^ψ犻犼
犽
＝
^ψ（犖犻，犖犼）

犽

^ξ犻
犽
＝
^ξ（犖犻）



烅

烄

烆 犽

（犽＝狓，狔，狓
·
，狔
·
） （１２）

将求解式（１１）所得到的狆犽（犽＝狓，狔，狓
·
，狔
·
）代

入式（１０）即可求得切削液流体力的犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵。

由于式（１２）中的＾ξ犽与式（９）具有类似的形式，不需

要再次求解式（１２），所以在求解狆犽（犽＝狓，狔，狓
·
，狔
·
）

时可由式（８）、（９）和式（１２）中的＾ψ犽得到式（１１），而

式（１１）与式（８）具有相同的系数矩阵＾ψ，这样就使

得非线性分析所需要的切削液流体力及其犑犪犮狅犫犻犪狀

矩阵能够同时计算完成，而不需额外多次求解

犚犲狔狀狅犾犱狊方程。

３ 系统非线性周期响应及其解法

对于传统的打靶法，一般仅适用于已知周期求
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响应或已知响应求周期，不能在求得系统周期解时，

同时求得周期解的周期。本文采用打靶法和

犉犾狅狇狌犲狋稳定性理论相结合的周期解法及稳定性分

析方法，将周期也作为一个参数参与打靶法的迭代

过程，迭代过程包含对周期轨迹和周期的求解，迭代

过程中的增量通过优化方法选择，从而迅速确定出

系统的周期轨迹及其周期。从式（２）中可以看出系

统的周期犜 并没有显式地出现在系统方程中。为

使系统的周期犜显式地出现在方程中，对方程（２）实

施变换λ＝狋／犜得

犡
·

＝犜犉（犡，犜λ，犝） （１３）

（犡、犉∈犚狀；λ，犝∈犚）

式中 犝———钻杆系统控制参数集

犜———原系统式（２）的周期轨迹的周期

这样式（１３）的周期轨迹的周期为１，即犡（λ）＝

犡（λ＋１）。对系统式（１３）从λ＝０到λ＝１积分也

就相当于对系统式（１）从狋＝０到狋＝犜积分。给出

钻杆系统初始迭代条件犡犻（狋０）＝ε犻和犜
０（犻＝１，２，

…，狀）对式（１３）积分，使得周期轨迹解满足

犎犻（犡犻，犝）＝犡
１
犻（ε，犜

０）－犡０犻（狋０）＝０

（犻＝１，２，…，狀） （１４）

将犎 在ε及犜０附近展开成泰勒级数，取其线

性部分为

犎犻（ε，犜
０）＋∑

狀

犼＝
［

１

犎犻（ε，犜
０）

ε犼
Δε］犼 ＋

犎犻（ε，犜
０）

犜０
Δ犜＝０ （犻＝１，２，…，狀） （１５）

将式（１４）分别对ε犼和犜
０求偏导，得

犎犻（ε，犜
０）

ε犼
＝犑－犐

（犻、犼＝１，２，…，狀） （１６）

其中 犑＝
犡１犻（ε，犜

０）

ε犼
犐犻犼＝

１ （犻＝犼）

０ （犻≠犼
｛ ）

式中 犐———犓狉狅狀犲犮犽犲狉符号

犎犻（ε，犜
０）

犜０
＝
犡１犻（ε，犜

０）

犜０

（犻＝１，２，…，狀） （１７）

将式（１３）分别对ε犼和犜
０求偏导，并令

犱犡犻
犱ε犼
＝

δ犻犼，
犱犡犻
犱犜０

＝δ犻犜得

犱δ犻犼
犱λ
＝犜０∑

狀

狊＝
［

１

犉犻（犡，犜
０λ，犝）

犡狊

犱犡狊
犱ε］犼

（犻、犼＝１，２，…，狀） （１８）

犱δ犻犜
犱λ
＝犉犻（犡，犜

０λ，犝）＋

犜０∑
狀

犼＝
［

１

犉犻（犡，犜
０λ，犝）

犡犼
δ ］犻犜 ＋

犜０
犉犻（犡，犜

０λ，犝）

犜０
（犻＝１，２，…，狀）（１９）

式（１８）和式（１９）中的诸方程形成一常微分方程初值

问题。以犡犻（狋０）为初始条件，其中δ
０
犻犼＝犐，δ

０
犻犜＝０，

从λ＝０到λ＝１对式（１８）和式（１９）分别积分，就可

以得到δ１犻犼和δ
１
犻犜，即

犱犡犻
犱ε犼
和
犱犡犻
犱犜０

在λ＝１处的值。将

所求得的
犱犡犻
犱ε犼
和
犱犡犻
犱犜０

在λ＝１处的值代入式（１６）、

（１７），得
犎犻（ε，犜

０）

ε犼
和
犎犻（ε，犜

０）

犜０
。将犎犻（ε，犜

０）、

犎犻（ε，犜
０）

ε犼
和
犎犻（ε，犜

０）

犜０
代入式（１５），这样就形成

一个具有狀＋１个变量的线性方程组。由于未知数

的个数多于方程的个数，该方程组有无数组解。为

了能从上述方程组中解出Δε１、Δε２、…、Δε狀、Δ犜，在

求解该方程组以前必须将其中一个变量取为一个已

知值。本文根据在所选择的狀＋１个初始条件下，

经过一个周期的积分后所得的周期终点的值与所选

择的初始条件之间存在的误差犎犻值来选择需要在

求解线性方程组之前应先确定的取值的变量。在

犎中，如果犎犽的值最小，则说明所选择的第犽个变

量的初始值最靠近钻杆系统的实际周期运行轨迹，

则取第犽个变量在下次迭代中保持不变，即将线性

方程组（１５）的系数矩阵中第犽列划掉。由此，原来

狀＋１个变量狀个未知数的线性方程组就变成狀个

变量狀个未知数的线性方程组，解该方程组即可得

到在下一次迭代中变量的增量值。在犎 中，如果

Δ犜为最小，则不能划掉周期犜 所对应的列，因为

钻杆系统周期轨迹的周期犜是确定的且是唯一的。

解出Δε１、Δε２、…、Δε狀、Δ犜 后，令犡
０
犻＝ε犻＋Δε犻、

犜０＝犜０＋Δ犜重复上述过程直到满足精度为止，这

样就可以求得系统式（１３）的周期运行轨迹，然后做

逆变换λ＝狋／犜，即可以得到原钻杆系统式（２）的周

期运行轨迹和周期。

４ 局部稳定性和分岔

犉犾狅狇狌犲狋理论可用于分析非线性动力系统周期

响应的局部稳定性及分岔现象［１３］。当系统设计或

加工参数集犝（如：角速度ω、加工深度犾犮、钻杆与

孔壁间隙等）发生改变时，由犉犾狅狇狌犲狋特征乘子模可

判断非线性动力系统是否失稳以及系统周期解失稳

的分岔形式。设犡（狋）＝犡（狋＋犜）是犜周期解，当

所有犉犾狅狇狌犲狋乘子均位于复平面上的单位圆内时，则

系统运动稳定。当犉犾狅狇狌犲狋特征乘子模的最大值大

３２２第２期 孔令飞 等：槽孔加工中钻杆系统的非线性运动与动力稳定性



于１时，系统运动不稳定。具体可根据模最大的

犉犾狅狇狌犲狋乘子穿出复平面上单位圆时的情况进行失

稳分岔方式的分类：

（１）当一个模最大的犉犾狅狇狌犲狋乘子经由实轴处穿

出单位圆时，发生鞍结分岔、叉型分岔和对称破损分

岔。

（２）当一个模最大的犉犾狅狇狌犲狋乘子经由实轴处穿

出单位圆时，发生倍周期分岔。

（３）当一个模最大的犉犾狅狇狌犲狋乘子以共轭复数方

式（虚部不为零）穿出单位圆时，发生伪周期分岔或

称为二次犎狅狆犳分岔。

图６ 狀＝１２５６狉／犿犻狀，犲＝０时钻杆的中心轨迹

犉犻犵．６ 犕狅狏犲犿犲狀狋狋狉犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳狋犺犲犱狉犻犾犾犻狀犵狊犺犪犳狋犮犲狀狋犲狉犳狅狉狀＝１２５６狉／犿犻狀犪狀犱犲＝０

（犪）理论计算值 （犫）实验采集值

５ 实验结果及讨论

运用以上理论和算法编制的程序对图４所示槽

孔布局下的钻杆系统进行计算分析，并通过实验研

究来验证上述算法的正确性和有效性，图４中α犻为

空切区域角，τ犻为相交值（犻＝１，２）。深孔加工过程

中，切削力的波动是影响钻杆动态特性的重要因素

之一［１４～１６］。本文取切削力的波动量为００８犽犖。

实验过程中，由于钻杆的刚度、切削液的流量、温度

等无法精确控制，因此在设计实验时，依据现有条件

最大限度地满足实验要求。实验中，钻杆系统相关

参数：长度犾＝１２５犿，外径３４犿犿，内径２６犿犿，材

质为高强度合金钢，密度７８７×１０３犽犵／犿３，供油压

力狆犻狀＝２犕犘犪，切削液动力粘度μ＝００２６犘犪·狊，加

工槽孔深度犾犮＝１５０犿犿，槽孔孔径３６犿犿，相交值

τ１＝τ２＝０５犿犿，空切区域角α１＝α２＝１３５７°。钻

杆的质量偏心是通过加工并结合动平衡由实验测量

获得。切削进给量为１５犿犿／犿犻狀，钻杆的转速为

１２５６～１４１３狉／犿犻狀，实验过程中选择较小的进给量

和较高的转速是为了尽量减少切削力对钻杆的阻

力。图５所示的实验装置中，狓和狔方向垂直布置

的两个电涡流传感器安装在距离刀具２５７犿犿处。

采用图５所示的实验方案与理论计算的结果是有差

异的，但主要关注的是在不同的参数下理论分析的

结果是否会出现，以及其发生的趋势是否一致。

图４ 槽孔布局形式

犉犻犵．４ 犔犪狔狅狌狋狅犳狊犾狅狋犺狅犾犲

图５ 实验测试系统原理图

犉犻犵．５ 犛犮犺犲犿犪狋犻犮狆狉犲狊犲狀狋犪狋犻狅狀狅犳犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾狊犲狋狌狆

图６给出了转速狀＝１２５６狉／犿犻狀，质量偏心犲＝

０时钻杆中心轨迹的理论计算值和实验结果。运用

犉犾狅狇狌犲狋稳定性理论计算得到的主犉犾狅狇狌犲狋乘子以共

轭复数方式（虚部不为零）穿出单位圆，此时系统发

生伪周期分岔，从实验结果可以看出系统的运动呈

现出伪周期特性。图７、８为不同转速下的钻杆中心

轨迹的理论计算和实验结果。从实验获得的系统轨

迹图中可以看出，随着转速的提高，钻杆中心的涡动

轨迹逐渐呈现出明显的周期性，此时理论计算得到

系统在狀＝１３２８狉／犿犻狀和狀＝１４１３狉／犿犻狀时的主

犉犾狅狇狌犲狋乘子模分别为－１３６５７和０９８２１，表明钻

杆的运动轨迹是犎狅狆犳分岔后的极限环解和稳定的

周期运动。由图６～８可见，当转速从１２５６狉／犿犻狀

增加到１４１３狉／犿犻狀的过程中，钻杆的涡动轨迹也逐

渐增大。

图９、１０给出了当狀＝１３２８狉／犿犻狀，质量偏心分

别为犲＝３１４３μ犿和７２８５μ犿时钻杆中心的运动
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图７ 狀＝１３２８狉／犿犻狀，犲＝０时钻杆的中心轨迹

犉犻犵．７ 犕狅狏犲犿犲狀狋狋狉犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳狋犺犲犱狉犻犾犾犻狀犵狊犺犪犳狋犮犲狀狋犲狉犳狅狉狀＝１３２８狉／犿犻狀犪狀犱犲＝０

（犪）理论计算值 （犫）实验采集值

图８ 狀＝１４１３狉／犿犻狀，犲＝０时钻杆的中心轨迹

犉犻犵．８ 犕狅狏犲犿犲狀狋狋狉犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳狋犺犲犱狉犻犾犾犻狀犵狊犺犪犳狋犮犲狀狋犲狉犳狅狉狀＝１４１３狉／犿犻狀犪狀犱犲＝０

（犪）理论计算值 （犫）实验采集值

图９ 狀＝１３２８狉／犿犻狀，犲＝３１４３μ犿时钻杆的中心轨迹
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（犪）理论计算值 （犫）实验采集值

图１０ 狀＝１３２８狉／犿犻狀，犲＝７２８５μ犿时钻杆的中心轨迹

犉犻犵．１０ 犕狅狏犲犿犲狀狋狋狉犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳狋犺犲犱狉犻犾犾犻狀犵狊犺犪犳狋犮犲狀狋犲狉犳狅狉狀＝１３２８狉／犿犻狀犪狀犱犲＝７．２８５μ犿

（犪）理论计算值 （犫）实验采集值

轨迹。值得注意的是随着质量偏心的增加，钻杆的

涡动范围明显减小，这表明质量偏心在一定程度上

对钻杆的涡动行为能够起到抑制作用。

实验和计算结果在定性方面吻合非常好，从而

５２２第２期 孔令飞 等：槽孔加工中钻杆系统的非线性运动与动力稳定性



说明了计算和理论分析的正确性。但二者的结果仍

然存在一定差异，主要是由于理论计算与实验条件

方面的差异造成的。

６ 结论

（１）对于实际的槽孔加工钻杆系统，通过引入

变分约束原理的有限元方法，使得钻杆系统动态分

析必需的切削液流体力及其犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵的计算同

时完成。

（２）通过对钻杆系统状态方程的改造，将周期值

作为一参数参与打靶法的迭代，其最大特点是求解

过程既包括对钻杆周期运行轨迹的求解，又包括对

钻杆轨迹周期的求解，从而能迅速准确地求出周期

运行轨迹和周期。

（３）将上述方法与犉犾狅狇狌犲狋理论相结合，研究了

深孔加工方法钻削槽孔时钻杆系统的周期运动。通

过实验研究验证了本文算法的正确性和有效性。研

究结果表明：在不加偏心的情况下，钻杆的涡动轨

迹，随转速的增加而增大；在相同转速情况下，质量

偏心在一定程度上对钻杆的涡动行为能够起到抑制

作用，从而有效地保证被加工孔的圆度误差以及避

免产生槽孔交合现象。
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