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摘要：研究了具有模糊随机参数桁架结构的有限元分析和广义可靠性指标计算的问题．同时考虑结构

参数和荷载的模糊随机性，基于双因子法建立了模糊随机桁架的静力分析模型，推导了结构模糊随机响

应计算式，利用求解随机变量数字特征的代数综合法给出了结构响应的模糊数字特征，并以此为基础给

出了结构广义可靠性指标公式，为后续的结构优化工作提供了基础．
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由于工程问题的复杂性，结构本身或荷载的不确定性中除了随机性［１］、模糊性［２］之外，还有一类不确定

性，即模糊随机性．随机有限元法处理随机性、模糊有限元法处理模糊性，当要同时处理模糊性和随机性时则

需要使用模糊随机有限元方法．自从Ｈ．Ｋｗａｋｅｒｎａａｋ
［３４］于１９７８年提出了模糊随机变量的概念后，许多学者

开展了不少有益的探索［５６］，如文［５］用摄动法求解了一类模糊随机结构的静力学问题，先对模糊随机有限元

方程做水平截集，得到一组随机区间方程，再利用小参数摄动理论导得区间位移的递归方程组进行求解．但

该法计算量相对较大．

目前，基于概率的结构优化设计研究取得了不少成果［７９］．此类优化设计考虑结构的随机性，且约束条件

通常为苛刻的确定性的许用界限值．但在机械结构设计中亦存在大量的模糊或模糊随机信息，如安全与失效

状态含有模糊性是工程中经常遇到的问题，而基于概率的设计存在着把许多工程中的非确定约束处理成了

确定性约束的硬性缺陷，没有真正反映结构的特性．因此基于广义可靠性的模糊或模糊随机结构分析及优化

设计研究势在必行，而此类结构的广义可靠性分析是需要首先解决的问题．

笔者在前期工作的基础上［１０］，采用一种全新的双因子法研究带有第一类模糊随机参数桁架的有限元分

析和广义可靠性指标计算的问题，提供一种计算量相对较小的方法，为结构灵敏度分析及优化工作提供必要

的基础．首先基于双因子法建立了模糊随机桁架静力有限元方程，推导了当结构参数和载荷均为模糊随机变
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量时结构静力位移和应力响应；在给出结构响应的模糊数字特征后，又分析了结构的广义可靠性指标．最后

通过工程算例验证了笔者所构建模型及其求解方法的可行性和合理性．

１　模糊随机桁架结构有限元分析

１．１　结构刚度矩阵的建立

　　考虑结构几何尺寸和物理参数均为模糊随机变量，根据第一类模糊随机变量的双因子表示法
［１０］，设结

构中共有狉根杆，所有杆单元材料相同，且各杆件长度犾犲和截面积犃犲取值的模糊随机分散程度均各自相等．

对第犲个杆单元有：弹性模量犈犲 ＝珟犈犈
犈＃

犲 ，杆长犾犲 ＝珓犾犾
犾＃犲 ，杆截面积犃犲 ＝珦犃犃

犃＃
犲 ．其中：犈

，犐 和犃 分

别为犈犲，犾犲和犃犲的随机因子，其均值均为１．０，变异系数是各参数的变异系数ν犈，ν犾和ν犃；模糊因子珟犈，珓犾和珦犃

的取值范围分别为 珟犈犔 ＝
１

狉∑
狉

犲＝１

犈犲犔／犈
＃
犲 ，珟犈犚 ＝

１

狉∑
狉

犲＝１

犈犲犚／犈
＃［ ］犲 ，珓犾犔 ＝

１

狉∑
狉

犲＝１

犾犲犔／犾
＃
犲 ，珓犾犚 ＝

１

狉∑
狉

犲＝１

犾犲犚／犾
＃［ ］犲 和

珦犃犔 ＝
１

狉∑
狉

犲＝１

犃犲犔／犃
＃
犲 ，珦犃犚 ＝

１

狉∑
狉

犲＝１

犃犲犚／犃
＃［ ］犲 ，犈＃

犲 ，犈犲犚，犈犲犔，犾
＃
犲 ，犾犲犚，犾犲犔，犃

＃
犲 ，犃犲犚 和犃犲犔 分别是犈犲，犾犲 和犃犲 的

主值以及按模糊因子法得出的近似最大值和最小值；且模糊因子珟犈，珓犾和珦犃 的取值范围的表示仅适合结构所

有同一性质物理量模糊随机分散程度相对本身较小的情况．

根据有限单元法，局部坐标系下犲单元的模糊随机刚度矩阵为

珚犓
（犲）
＝
犈犃

犾

珟犈珦犃

珓

烄

烆

烌

烎犾

犈＃
犲 犃

＃
犲

犾＃犲
犌（ ）犲 ＝ 犈犃

犾

珟犈珦犃

珓

烄

烆

烌

烎犾
珚犓
（犲）＃
　， （１）

其中犌是常量阵，其元素犵１１ ＝犵４４ ＝１，犵１４ ＝犵４１ ＝－１，其余为零；珚犓
（犲）＃ 为确定性部分．

则总体坐标系下犲单元的模糊随机刚度矩阵犓
（犲）为

犓
（犲）
＝λ

Ｔ珚犓
（犲）
λ＝

犈犃

犾

珟犈珦犃

珓

烄

烆

烌

烎犾
λ
Ｔ珚犓

（犲）＃
λ＝

犈犃

犾

珟犈珦犃

珓

烄

烆

烌

烎犾
犓
（犲）＃
　， （２）

其中λ为犲单元的坐标转换矩阵，λ
Ｔ 为其转置矩阵；犓

（犲）＃ 为犓
（犲）的确定性部分．

进一步，结构总体刚度矩阵犓为

犓＝∑
狉

犲＝１

犓
（犲）
＝
犈犃

犾

珟犈犃
～

珓

烄

烆

烌

烎犾
∑
狉

犲＝１

犓
（犲）＃

＝
犈犃

犾

珟犈珦犃

珓

烄

烆

烌

烎犾
犓＃
　， （３）

其中犓＃ 是总体模糊随机刚度矩阵犓的确定性部分．

１．２　结构的静力位移响应

设有狀个荷载犘＝｛狆１，…，狆狀｝作用在结构上，它们的幅值为模糊随机变量，且它们的模糊随机不确定性

相同，则由双因子法可得其中任一个载荷：狆犻＝狆
珟狆狆

＃
犻
，即

犘＝狆
珟狆｛狆

＃
１
，…，狆

＃
狀
｝＝狆珟狆犘＃

　， （４）

其中珟狆为荷载向量犘的模糊因子，其不确定取值范围为 珟狆犔 ＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狆犻犔／狆
＃
犻
，珟狆犚 ＝

１

狀∑
狀

犻＝１

狆犻犚／狆
＃［ ］犻 ；狆

 为

荷载向量的随机因子，其均值为１．０，变异系数为ν狆．

将结构总体模糊随机刚度矩阵（３）和模糊随机荷载向量（４）代入结构的静力有限元方程中，则有

犈犃

犾

珟犈珦犃

珓犾
犓＃
δ＝狆

珟狆犘
＃
　． （５）

从中解得 δ＝
犾狆



犈犃（ ）
珓犾珟狆

珟犈珦

烄

烆

烌

烎犃
（犓＃）－１犘＃　， （６）

令δ
＃
＝ （犓＃）－１犘＃，珘δ＝

珓犾珟狆

珟犈珦犃
，δ

＝
犾狆



犈犃
，则式（６）可表示为

δ＝δ
珘δδ

＃
　， （７）
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其中 δ
＃ 为 各 参 数 及 荷 载 为 主 值 时 结 构 位 移 响 应 值；珘δ 为 模 糊 因 子， 取 值 范 围 为

珘δ＝ 珘δ犔 ＝ （珓犾犔珟狆犔）／（珦犃犚珟犈犚），珘δ犚 ＝ （珓犾犚珟狆犚）／（珦犃犔珟犈犔［ ］）；δ
 为随机因子．

显然响应各分量的不确定性也是相同的，均由珘δ和δ
 决定，由随机变量函数的矩法可知δ

 的均值仍为

１．０．当δ

＝１．０时，由区间运算

［１０］可知位移响应的取值范围为［δ犔 ＝珘δ犔δ
＃，δ犚 ＝珘δ犚δ

＃］．

因随机因子狆
，犾，犈 和犃 具有随机性，根据代数综合法［９］并注意到各变量之间相互独立，可得到δ

的模糊均值μδ和模糊均方差σδ分别为

μδ ＝
珘δ（１＋ν

２

犈 ＋ν
２

犃 ＋ν
２

犈ν
２

犃
）δ＃ ＝珘δμ

＃
δ 　， （８）

σδ ＝珘δ（ν
２

犾 ＋ν
２

狆＋ν
２

犈 ＋ν
２

犾ν
２

狆＋ν
２

犃 ＋ν
２

犈ν
２

犃
）１／２δ＃ ＝珘δσ

＃

δ 　， （９）

其中μ
＃
δ 和σ

＃

δ
分别是μδ和σδ的主值．当

珘δ分别取珘δ犔和珘δ犚时，可分别得到μδ和σδ取值的下界μδ犔，σδ犔和上界μδ犚，

σδ犚．

由方程（８）和（９）可以求得结构位移响应的变异系数νδ 为

νδ ＝
（ν
２

犾 ＋ν
２

狆＋ν
２

犾ν
２

狆＋ν
２

犈 ＋ν
２

犃 ＋ν
２

犈ν
２

犃
）１／２

１＋ν
２

犈 ＋ν
２

犃 ＋ν
２

犈ν
２

犃

　． （１０）

１．３　模糊随机桁架结构的应力响应

由节点位移和单元应力之关系，可得第犲个单元模糊随机应力响应σ
（犲）为

σ
（犲）
＝犈犲犅δ

（犲）
＝ （犈

δ
）（珟犈珘δ）（犈＃

犲 犅δ
（犲）＃）＝σ

珓σσ
（犲）＃
　，　犲＝１，２，…，狉　， （１１）

其中犈犲是第犲个单元的弹性模量，犅
犲 为几何矩阵；δ

（犲）＃ 是犲单元各节点的位移响应主值；σ
（犲）＃ 是当

狆犻＝狆
＃
犻
，犈犲 ＝犈

＃
犲 ，犾犲 ＝犾

＃
犲 ，犃犲 ＝犃

＃
犲 时σ

（犲）的主值；珓σ＝珟犈珘δ＝（珓犾珟狆）／珦犃是模糊因子，且有珓σ犔 ＝珓犾犔珟狆犔／珦犃犚，珓σ犚 ＝

珓犾犚珟狆犚／珦犃犔；σ

＝犈


δ

＝ （犾狆）／犃 为随机因子．同理由代数综合法可得σ

（犲）的模糊均值μσ
（犲）和均方差

σσ（犲）分别为

μσ
（犲）＝珓σ犅犈

＃
犲μ

＃
δ
（犲）＝珓σμ

＃

σ
（犲）　，　犲＝１，２，…，狉　， （１２）

σσ（犲）＝珓σ犅犈
＃
犲μ

＃
δ
（犲）［狏

２

δ
（犲）＋狏

２

犈 ＋狏
２

δ
（犲）狏

２

犈
］１／２ ＝珓σσ

＃
σ
（犲）　，　犲＝１，２，…，狉　， （１３）

其中μ
＃
σ
（犲）和σ

＃
σ
（犲）分别是μσ

（犲）和σσ（犲）的模糊主值；当珓σ分别取珓σ犔和珓σ犚时，即分别得到了μσ
（犲）和σσ（犲）的下界μσ

（犲）
犔
，

σσ（犲）犔 和上界μσ
（犲）
犚
，σσ（犲）犚．

同理，由式（１２）和（１３）可求得结构应力响应的变异系数为

νσ（犲）＝
［ν
２

δ
（犲）＋ν

２

犈 ＋ν
２

δ
（犲）ν

２

犈
］１／２　． （１４）

２　模糊随机桁架结构的广义可靠性分析

若结构第犻个许用位移随机变量δ
＾
犻和所用单元许用应力随机变量σ

＾的均值和方差给定，分别为μδ＾犻
，σ
２

δ
＾
犻
，

μσ＾和σ
２

σ
＾，由一次二阶矩方法，可求得第犻个位移和第犲个单元强度的广义可靠性指标分别为

βδ犻 ＝
（μδ＾犻 －μδ犻

）（σ
２

δ
＾
犻
＋σ

２

δ
犻

）－１／２　， （１５）

βσ犲 ＝
（μσ＾－μσ犲

）（σ
２

σ
＾＋σ

２

σ
犲

）－１／２　． （１６）

由上述推导可知βδ犻
和βσ犲

亦具有模糊性，且有

βδ犻 ＝ βδ犻犔 ＝
（μδ＾犻 －μδ犻犚

）（σ
２

δ
＾
犻
＋σ

２

δ
犻
犚
）－１／２，βδ犻犚 ＝

（μδ＾犻 －μδ犻犔
）（σ

２

δ
＾
犻
＋σ

２

δ
犻
犔
）－１／［ ］２ 　，

βσ犲 ＝ βσ犲犔 ＝
（μσ＾－μσ犲犚

）（σ
２

σ
＾＋σ

２

σ
犲
犚
）－１／２，βσ犲犚 ＝

（μσ＾－μσ犲犔
）（σ

２

σ
＾＋σ

２

σ
犲
犔
）－１／［ ］２ 　．

３　算　　例

结构各参数均为第一类模糊随机变量，其模糊取值以正态模糊数狔＝ （狔＃，α，β）ＬＲ 形式给出：弹性模量

犈＝（７×１０１０，０．１×１０１０，０．１×１０１０）ＬＲ，单位为Ｐａ，杆长犔＝（犾，２，２）ＬＲ，单位为 ｍｍ，截面积犃＝（犃
＃
犻 ，
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图１　杆空间模糊桁架结构 （单位：ｍｍ）

０．００２，０．００２）ＬＲ，单位为ｃｍ
２；各杆截面积的名义值分

别为 ｛犃＃
１ ，犃

＃
２ ，犃

＃
３ ，犃

＃
４ ｝＝｛６．１，１６．８，７．１，８．７｝，单位

为ｃｍ２．取λ＝１．３６５×１０
－１１ 做水平截集后，各参数分

别转 化 为 区 间 数：犈＝ ［６．５×１０
１０，７．５×１０

１０］，

犃＝［犃－０．０１，犃＋０．０１］，犔＝ ［犾－１０，犾＋１０］．结构

各参数的概率分布均为正态分布．荷载作用在节点５

处，幅值为模糊随机变量且不确定性相同，取值为正态

模糊数犘＝（犘＃，０．２×１０
４，０．２×１０

４）ＬＲ，荷载主值向

量为犘＃ ＝｛狆
＃
１狓
，狆

＃
２狔
，狆

＃
３狕
｝＝｛１０，２０，－６０｝×１０

４，做水

平截集后犘＝ ［犘＃ －１×１０
４，犘＃ ＋１×１０

４］，单位为

Ｎ，其概率分布仍为正态分布．

表１给出了结构各参数模糊因子及节点５在狕方

向位移响应δ５犣及结构中最大应力响应σ１的名义值、下

界和上界．为验证文中方法的可行性，采用了 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法对结构进行了１５００次模拟，模拟中对所有不确

定结构参数采用了类似的分布．δ

５狕
和σ


１
两列则给出了按照 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法计算得出的位移和应力响应的

均值μδ５狕
和μσ１

、下界（μδ５狕 －３σδ

５狕
）和（μσ１ －３σσ


１
）、上界（μδ５狕 ＋３σδ


５狕
）和（μσ１ ＋３σσ


１
）的计算结果．对比表明两

种方法的计算结果较相近．

表１　各模糊随机变量的模糊因子取值

变量 珓犾 珟犈 珦犃 珟犘 珘δ 珓σ

下界 ０．９８４ ０．９２９ ０．９８８ ０．９４４ ０．８５７ ０．９１８

上界 １．０１６ １．０７１ １．０１２ １．０５６ １．１６９ １．０８６

变量 δ５狕／ｃｍ σ１／ＭＰａ δ

５狕
／ｃｍ σ


１
／ＭＰａ２

名义值 －１．０９０ １６５．５ －１．０８６ １６５．３

下界 －０．９３４ １５１．９ －０．９４８ １５６．７

上界 －１．２７４ １７９．７ －１．２５９ １７１．６

　　表２采用了６种模糊随机模型，计算了节点５在狕方向上位移响应δ５狕和最大应力响应σ１的模糊均值和

均方差．结果以狔＝（狔
＃，狔犔，狔犚）形式给出，其中狔

＃ 为狔的主值，狔犚 和狔犔 分别是上、下界．

从表２可以看出：

１）模型Ⅰ～Ⅳ中，当犈，犃，犾和犘 分别为模糊随机变量且其不确定性相同时，它们对位移响应模糊随机

性的影响基本相同；而犈对应力响应随机性的影响要大于其他３者（模型 Ⅲ 中应力响应均方差的主值更

大），犈对应力响应模糊性则无影响（模型 Ⅲ 中应力响应均值和均方差的主值、下界和上界分别相同）．这主

要是因为犈，犃，犾和犘 在位移响应的模糊因子和随机因子中两两分别位于分子和分母上且幂次相同，因此它

们对位移响应的影响基本相同，在应力响应均方差中ν犈 的影响进一步增强，而在应力响应模糊因子中分子

和分母上的珟犈则约去了，因而犈对应力响应的模糊性无影响．

２）由模型Ⅳ和Ⅴ，荷载和结构参数分别为模糊随机变量且不确定性相同时，结构参数的不确定性对结

构响应不确定性的影响不容忽视．

表３给出考虑荷载犘和弹性模量犈的模糊随机性，第５个节点狕方向上的允许位移δ
＾
５狕为随机变量且其

均值为μδ＾５狕 ＝１．４５ｃｍ
时，将随机变量δ

＾
５狕的变异系数和模糊随机变量犈，犘的变异系数、模糊因子取为３组值

的情况下，结构位移广义可靠性指标和广义可靠度的计算结果．

可见对于３种模型，当前的结构设计方案均可满足位移可靠性约束，但模型Ⅲ计算结果的可靠性要明显

高于Ⅰ和Ⅱ，表明变量模糊随机性的改变对广义可靠度有显著的影响；由于模型Ⅰ中参数和荷载的模糊随机

性大于模型Ⅱ和模型Ⅲ，故而导致结构的广义可靠性指标显著下降．
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表２　空间４杆模糊随机桁架结构静力响应分析结果

分析模型 位移响应δ５狕／ｃｍ 应力响应σ１／ＭＰａ
２

确定性模型 －１．０９ １６５．５

模糊随机模型 Ⅰ

ν犾 ＝０．１，珓犾＝ ［０．９５，１．０５］

ν犃 ＝ν犈 ＝ν犘 ＝０，珦犃＝珟犈＝珟犘＝ ［１，１］

μδ５狕 ＝
（－１．０９，－１．０４，－１．１４）

σδ
５狕
＝ （－０．１０９，－０．１０４，－０．１１４）

μσ１ ＝ （１６５．５，１５７．２，１７３．８）

σσ１ ＝ （１６．５５，１５．７２，１７．３８）

模糊随机模型 Ⅱ

ν犃 ＝０．１，珦犃＝ ［０．９５，１．０５］

ν犾 ＝ν犈 ＝ν犘 ＝０，珓犾＝珟犈＝珟犘＝ ［１，１］

μδ５狕 ＝
（－１．１０１，－１．０４８，－１．１５９）

σδ
５狕
＝ （－０．１０９，－０．１０４，－０．１１４）

μσ１ ＝ （１６５．５，１５７．４，１７４．１）

σσ１ ＝ （１６．５５，１５．７６，１７．４３）

模糊随机模型 Ⅲ

ν犈 ＝０．１，珟犈＝ ［０．９５，１．０５］

ν犾 ＝ν犃 ＝ν犘 ＝０，珓犾＝ 珦犃＝珟犘＝ ［１，１］

μδ５狕 ＝
（－１．１０１，－１．０４８，－１．１５９）

σδ
５狕
＝ （－０．１０９，－０．１０４，－０．１１４）

μσ１ ＝ （１６５．５，１６５．５，１６５．５）

σσ１ ＝ （２３．４１，２３．４１，２３．４１）

模糊随机模型 Ⅳ

ν犘 ＝０．１，珟犘＝ ［０．９５，１．０５］

ν犾 ＝ν犃 ＝ν犈 ＝０，珓犾＝ 珦犃＝珟犈＝ ［１，１］

μδ５狕 ＝
（－１．０９，－１．０４，－１．１４）

σδ
５狕
＝ （－０．１０９，－０．１０４，－０．１１４）

μσ１ ＝ （１６５．５，１５７．２，１７３．８）

σσ１ ＝ （１６．５５，１５．７２，１７．３８）

模糊随机模型 Ⅴ

ν犘 ＝０，ν犾 ＝ν犃 ＝ν犈 ＝０．１，

珟犘＝ ［１，１］，珓犾＝ 珦犃＝珟犈＝ ［０．９５，１．０５］

μδ５狕 ＝
（－１．１１２，－０．９５９，－１．２９３）

σδ
５狕
＝ （－０．１８９，－０．１６３－０．２２０）

μσ１ ＝ （１６５．５，１４９．８，１８２．９）

σσ１ ＝ （３２．６４，２９．５４，３６．０７）

模糊随机模型 Ⅵ

ν犃 ＝ν犾 ＝ν犈 ＝ν犘 ＝０．１，珓犾＝ 珦犃 ＝珟犘＝

珟犈＝［０．９５，１．０５］

μδ５狕 ＝
（－１．１１１８，－０．９１０１，－１．３５８２）

σδ
５狕
＝ （－０．２１８，－０．１７８，－０．２６６）

μσ１ ＝ （１６５．５，１４２．３，１９２．０）

σσ１ ＝ （３６．４１，３１．３１，４２．２４）

表３　空间４杆桁架结构位移广义可靠性指标及广义可靠度分析结果

分析模型 位移δ５狕／ｃｍ 位移广义可靠性指标βδ５狕
位移广义可靠度狆δ

５狕

模糊随机模型Ⅰ

珟犘＝珟犈＝ ［０．９５，１．０５］，狏犘 ＝νδ＾５狕 ＝

ν犈 ＝０．１

１．０９ （１．７００５，１．６１２３，１．８２６４） （０．９５５４３，０．９４６３８，０．９６５９９）

模糊随机模型 Ⅱ

珟犘 ＝ 珟犈 ＝ ［０．９９５，１．００５］，狏犘 ＝

νδ＾５狕 ＝ν犈 ＝０．１

１．０９ （１．７００５，１．６８６９，１．７２９７） （０．９５５４３，０．９５４３１，０．９５８１１）

模糊随机模型 Ⅲ

珟犘 ＝ 珟犈 ＝ ［０．９９５，１．００５］，狏犘 ＝

νδ＾５狕 ＝ν犈 ＝０．０１

１．０９ （１７．００５２，１６．８６９１，１７．２９７４） （１．０００００，１．０００００，１．０００００）

４　结 束 语

利用双因子法，只需对确定性结构进行一次静力分析即可获得模糊随机结构的不确定静力位移和应力

响应及其模糊数字特征；该法具有简便易行、计算量小、计算效率较高的特点．
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