
编者按 Maple 是当今世界上最优秀的数学软件之一, 它以良好的使用环境、强有力的符号处理、高精度的数值计算、灵活的

图形显示和高效的编程功能, 广泛运用于各行各业。该文作者运用 Maple 构建了屋檐排水方式的微分方程模型, 并对设计方

案进行了可行性论证, 提出了屋檐水槽模型的优化方案。刊登该文, 希望通过数学和计算机技术的综合运用, 拓宽其在农业

及相关学科的研究, 起到抛砖引玉的作用。

基于 Maple 的屋檐水槽模型

黎捷 ( 中山火炬职业技术学院信息工程系 , 广东中山 528436)

摘要  对于倾斜屋顶采用何种结构进行有组织排水 ,是民用建筑一个普通而实际的问题。在民用建筑中一般是在房顶的边缘安装一个
檐槽和一个竖立的排水管来排水 , 这种排水方式的可行性探讨实际上是解决水槽的容量在单位时间内能否足以排出雨水的问题。构建
了这种排水方式的微分方程模型, 运用Maple 对设计方案进行了可行性论证, 提出了屋檐水槽模型的优化方案。
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1  问题的背景与提出

为了雨天出入方便, 房屋管理部门想在房顶边缘安装一

个檐槽。现在有一个公司想承接这项业务, 并承诺: 提供一

种新型的可持久的檐槽, 不管天气如何都能排掉房顶的雨

水。房屋管理部门希望检验公司的承诺能否实现。简单来

说, 从屋脊到屋檐的房顶可以看成是一个12 m 长,6 m 宽的

矩形平面, 房顶与水平方向的倾斜角度要视具体的房屋而

定, 通常在20～50°, 它包括一个横截面为半圆形( 半径为7 .5

c m) 的水槽和一个竖直的排水管(�10 c m) 。如图1 所示。

图1 屋檐水槽连接示意

2  模型假设

2 .1 合理假设  ①降雨分

布均匀并以垂直降落, 并且

直接落在房顶上; ②所有落

在房顶上的雨水迅速流入

水槽中; ③雨水不从水槽中

溅出; ④排水管道顺畅, 没

有任何障碍或阻塞 ; ④假设

雨开始下时槽内有雨水深

度0 .01 m。

2 .2 符号说明  笔者列出与问题有关的因素及符号说明

( 表1) 。

3  建立模型

参照图1 , 根据速度平衡的原理, 对于房顶排水系统有 :

水槽中水的流量的变化率= 雨水的流入流量 - 排水流出的

流量。即 V′( t) = Q1 - Q0 , 这里 Q1 、Q0 分别是单位时间流入

水槽和从水槽流出的雨水流量。房顶雨水的流动情况 , 如图

2 所示。

  房顶的面积是 bd , 由于房顶是倾斜的, 根据合理假设

( 1) , 实际受雨的水平面积应为 bdcosα, 房顶上雨水的流量就

是 r ( t ) bdcos α, 雨水的流动是沿倾斜的房顶向下的, 从而流

入水槽的流量应该是它在铅垂方向的分量, 直接落入水槽中

的雨形成的水的流量 r ( t ) α2π, 即 Q1 = r ( t ) bdcos αsinα+

r( t ) α2π。 �
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  表1 各因素与符号说明

有关的因素 因素类型 符号 单位

降水强度 输入变量 r m/ s
时间 变量 t s
房顶的倾斜度 输入参数 α 弧度
房顶的长度 输入参数 d m
房顶的宽度 输入参数 b m
水槽的半径 输入参数 a m
水槽中水的深度 输出参数 h m
水槽中水的容量 变量 V m3

流入水槽的流速 变量 Q1 m3/ s
流出水槽的流速 变量 Q0 m3/ s
排水管横截面积 参数 A m2

重力加速度 常数 g m/ s2

   图2 屋顶雨水流动情况    图3 水槽截面示意

  水槽中水的深度 h < a 时的状况如图3 所示, 槽中水的

体积为 :

V( t) = ( a2θ- 1
2

a2sin2θ) d ( 1)

由图3 有:cos θ= a - h
a

( 2)

由( 2) 式得:θ= arccos(
a - h

a
) ( 3)

sin2θ= 2( a - h) 2ah - h2

a 2 ( 4)

把( 3) 、( 4) 式代入( 1) 式得:

V( t ) = a2 d[ arccos(
a - h

a
) -

( a - h) 2ah - h2

a 2 ] ( 5)

下面运用 maple 对( 5) 式中 t 求导[ 用 V( t ) 表示 V′( t) ] :

> v( t) : = â 2 * d * ( arccos( ( a - h(t) ) / a) - ( a - h( t) ) *

sqrt( 2 * a * h( t) - h( t) 2̂) / â 2) : # 定义v( t)

> v1 : = diff( v( t) ,t) : # 求v′(t)

> v2 : = â 2 * d * ( diff ( h(t ) ,t) / ( 2 * a * h(t) - ( h( t) ) 2̂) ^

( 1/ 2) + diff( h(t) ,t) * ( 2 * a * h(t) - h(t) 2̂) (̂ 1/ 2) / â 2 - 1/ 2 *

( a - h( t) ) / ( 2 * a * h( t) - h( t) 2̂) (̂ 1/ 2) / â 2 * ( 2 * a * diff ( h
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(t) ,t) - 2 * h(t) * diff( h(t) ,t) ) ) : # 复制上式结果, 并对第一

项的分母手工化简

> v(t) : = si mplify( %) ; # 对上式化简

V( t) : =
2d

d
dt

h( t ) h( t) ( - h( t) + 2 a)

h( t ) ( - h( t ) + 2 a)

即得到: V′( t) = 2 h’( t) d 2 ah( t ) - h2( t)

根据能量守恒原理有: 1
2

mv2 = mgh ( t ) , 得到 Q0 =

A 2 gh( t ) , 这样就得到模型 :

r ( t ) bdsinαcosα+ r ( t ) a 2π- A 2 gh( t) = 2 h’( t ) d

2 ah( t) - h2( t) ( 6)

即

d h
dt

=
r( t) bdsinαcos α+ r( t ) α2 π- A 2 gh( t )

2 d 2 ah( t ) - h2( t)
( 7)

4  模型的求解与分析

这是一个表达式比较复杂的微分方程的模型, 直接求解

很困难 , 因此, 笔者通过求它的数值解来进行分析讨论。不

妨取一组数值:

a = 0 .075 m, b = 6 m, d = 12 m, g = 9 .8 m/ s2 , A= 0 .002 5

πm2 ,α=
π
6 , h( 0) = 0 .01 m( 假设槽内有一些积水) 。

下面, 运用 Maple 求( 7) 的数值解。

> eq : = diff( h( t) ,t) = ( r * b * d * sin( alpha) * cos( alpha)

- A* sqrt( 2 * g * h(t) ) ) / ( 2 * d * sqrt( 2 * a * h( t) - ( h( t ) ) ^

2) ) ; 定义( 7) 式:

eq : = d
dt

h( t) = 1
2

rbdsinαcos α+ ra 2 π- A 2 gh( t)

d 2 ah( t ) - h( t ) 2

> eq : = subs( a = 0 .075 ,b = 6 ,d = 12 ,g = 9 .8 ,A = 0 .002 5

* Pi ,alpha = Pi/ 6 , %) ; # 将一组数值代入上式

eq : =
d
dt

h( t) =

72rsin
π
6

cos
π
6

+ 0 .005 625 rπ- 0 .007 826 237 920π 2 h( t )

24 0 .150 h( t) - h( t ) 2

> eq : = evalf( eq) ; # 化简

eq : =
d
dt

h( t) =

0 .041 666 666 67( 31 .194 586r - 0 .034 771 058 92 h( t ) )

0 .150h( t ) - h( t) 2

针对房屋管理部门的要求, 笔者考虑两种情况:

  ( 1) r( t ) = 常数。先讨论水槽的深度趋于一个低于0 .075

m 的稳定值, 即 h′( t) = 0 。

> eq1 : = subs( diff( h( t ) ,t ) = 0 ,eq) : # 将 h′( t) = 0 代入

eq

> h( t ) : = solve( eq1 , h( t ) ) : # 解方程eq1

h( t ) : = 804 864 .215r 2

> eq2 : = 804 864 .215 * r^2 > = 0 .075 : # 当 h( t ) ≥0 .075

> solve( eq2 ,{ r } ) ; # 求方程eq2 的解 r

{ r ≤- 0 .000 305 259 594 1} ,{ 0 .000 305 259 594 1≤r}

由此得到, 当 r = 0 .000 305 时, 水不溢出; 当 r > 0 .000 305

时, 水溢出。下面 , 笔者运用 maple 对这一结论作进一步

分析。

不妨取 r = 0 .000 21、0 .000 305、0 .000 31 m/ s 分别代入方

程 eq 中求其数值解, 并作出 h( t ) 的图形( 图4 ～6) 。

>restart ; eq : = diff ( h( t ) , t) = 0 .416 666 666 7e - 1 *

(31 .194 586 00 * r - 0 .347 710 589 2e - 1 * h ( t ) ^( 1/ 2) ) /

( 0 .150 * h( t ) - 1 . * h( t ) 2̂) (̂ 1/ 2) : # 定义方程。

> eq3 : = subs( r = 0 .000 21 ,eq) = 0 : # 将 r = 0 .000 21 代

入eq 并令其为0。

> s1 : = dsolve( { eq3 , h( 0) = 0 .01} , h( t ) ,numeric) : # 求

方程eq3 的数值解。

  > s1( 5) ; # 可以看出s1 的第2 项为 h( t)

[ t = 5 , h( t) = 0 .020 157 584 005 877 398 5]

> plot(’rhs( s1( t ) [ 2] )’,t = 0 .110) ;

由图4 得知,r = 0 .000 21 m/ s , h 为 t 的增函数 , h 的最

大值在0 .035 m 附近; 由图5 得知, r = 0 .000 305 m/ s , h 为 t

的增函数, h 的最大值为 0 .074 m 附近; 由图6 得知 , r =

0 .000 31 m/ s , h 为 t 的增函数, h 的最大值超过0 .075 m。

  由于各地具体情况不同, 各地气象预报部门对于当地各

类降水的标准也有些自己的规定。一般而言, 当地气象部门

规定24 h 降水量在60 mm 以上的雨为特大暴雨。对于 r( t )

= 常数这种情形, r > 0 .000 305 m/ s 的强降雨机率几乎为0 ,

因此, 这个公司的承诺是能兑现的。

  ( 2) r( t ) 为周期函数, 不妨设为正弦函数, 即:

r( t ) =
1

10 000sin
πt
60 ,0 < t < 60

0 ,t ≥60
  这表明下雨过程是

在60 s 内发生的一个短促的强阵雨行为, 最大的降雨强度是

0 .000 001 m/ s , 由方程eq 得到如下的微分方程:

   图4 h 随 t 变化示意             图5 h 随 t 变化示意            图6 h 随 t 变化示意
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dh
dt

=

0 .041 7 0 .015 6 sin
πt
40 - 0 .034 8 h( t)

0 .150 h( t) - h( t) 2
,0 < t <60

- 0 .001 h( t)

0 .150 h( t) - h( t) 2
,t ≥60

h(0) =0 .01

同理, 运用上面的数值解法, 可得到 h( t ) 的图7 。

  从图7 可以看出, h( t ) 的最大值不会超过0 .075 m, 因

此, 对于第2 种情形, 水槽的水也不会出现溢出的情况, 这个

公司的承诺可以兑现。

图7 h 随 t 变化示意

图8 改进后的 h 随 t 变化示意

5  模型的优化与改进

基于长时间特大暴雨的考虑, 可做以下两种改进:

  ( 1) 增大排水管的横截面积 A , 即增大排水管的半径。

当排水管半径增大为0 .056 m, 对于模型的第1 种情形 ,

r ≤0 .000 36 m/ s , 水槽的水不会出现溢出的情况。图8 是

h( t ) 随时间 t 变化的图形。h( t ) 的最大值不会超过0 .07 m。

对于模型的第2 种情形 , 水槽的水不会溢出。图9 是

h( t ) 随时间 t 变化的图形。h( t ) 的最大值不会超过0 .01 m。

(2) 改变水槽的连接方式, 如图10 , 让水槽往屋檐倾斜

一定角度, 这相当于增加水槽的容水高度。

图9 改进后的 h 随 t 变化示意

图10 改进后的水槽
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各级政府开展工作的准则。具体做法: ①明确划分各级政府

和农村村民自治组织供给公共产品的责任。②充分发挥村

民大会和村民代表大会的作用。村民大会作为农村社区的

最高权力机构, 对社区事务享有最终表决权。对于公共资源

的使用, 村民大会和村民代表大会也依法拥有监督权。③县

乡社区内和大型公共供给应在广泛听取群众意见的基础上 ,

由本级人民代表大会投票表决, 常规性的公共供给也应接受

人民代表大会的监督检查。

3 .3  投资主体上实行多元化 必须对农村社会公共产品和

公益事业的投资体制进行改革。要建立以公共财政为主体

的、动员社会各方面力量共同参与的农村公共物品供给融资

机制, 积极引进私人投资 , 构建多层次的公共产品供给结构。

农村的纯公共产品应以政府为供给主体, 由政府提供; 农村

准公共产品 , 应按照政府补贴和私人投资相结合的方式, 由

政府和农民私人混合提供。按照“谁受益 , 谁负担”和“量力

而行”的原则, 由农民按照受益程度的大小进行融资生产; 对

于俱乐部产品, 理想的方式是将农民组织起来 , 成立农业合

作社, 通过合作社将外部收益内在化, 提供供给效率。只有

如此, 一个完善的、以公共财政为主体的、多渠道融资的农村

公共产品供给的新体制才能顺利确立起来。

3 .4 增加乡镇财政收入 首先, 按照小政府大社会的原则 ,

推进乡镇区划调整和机构改革, 撤乡并镇, 分流和精简乡镇

人员, 提高工作效率, 减轻财政负担。其次, 政府要充分发挥

财政职能, 运用财政、税收等政策, 促进乡镇经济发展。最

后, 重新划分省、市、县、乡的收入范围, 扩大县乡级财政的自

有税种, 增加省以下政府的分享税种, 扩大县乡政府在分享

税种中分享的比例。收入的划分要明确、合理、规范, 保证乡

镇政府有稳定的收入来源。

当然, 除了推进制度性改革, 进行体制和制度系统创新 ,

构建新的供给体制和制度外, 还必须进一步转变政府职能 ,

提供更多的政策支持和理论创新。
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