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摘要!周期为!"上的!阶#$广义割圆序列的线性复杂度和极小多项式是丁存生于%’’*年给出的%采

用有限域上的多项式理论!考虑了任意的#$广义割圆序列的线性复杂度和极小多项式!并完全解决了

这一问题%结果表明这类序列的线性复杂度的上界和 下 界 分 别 是!"&%和"!&%#""&%#$!%从 密 码 学

的角度看!多数的二元#$广义割圆序列具有很好的线性复杂度性质!以它们做密钥流序列的密码系统

具有很强的抵抗/$0算法攻击的能力,
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具有特定性质的伪随机序列在数字模拟’软件测试’全球定位系统’LS03#尤其是流密码中有着广泛

的应用,度量序列伪随机性的一个重要指标就是它的线性复杂度(%),如果序列=Y >!="#=%#*#=/#*"满足反

馈函数=. >?%=.&%@?!=.&!@*@?A=.&A#."A#则=Y 就称为线性反馈序列#最小的A称为=Y 的线性复杂

度#记为A!=Y"#它也是生成=Y 的最短线性反馈移位寄存器的级数%根据/$0算法#如果A!=Y"")&!!)是

=Y 的周期"#则 认 为=Y 具 有 好 的 线 性 复 杂 度 性 质%序 列=Y 和=) >!="#=%#*#=)&%"的 生 成 函 数 分 别 为
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=/C/%D!C">!%&C)"&@EB!B)!C"#%&C)"称为=Y 的极小多项式#并且

A!=Y">)&B7@!@EB!C) &%#B)!C""!% !%"
文中(E > +CFGC$(#F$E,#CE > +CFGF$E,#<AB)!C"表示C模) 的阶,
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<!二元!=广义割圆序列的定义和性质

令!和"是两个不同的奇素数!)>!"!!,>@EB"!&%!"&%#!<>"!&%#""&%#$"!,#!!%"%则剩

余类环H) 具有乘法子群H&
) >%-=C/&=>"!%!’!<&%(/>"!%!’!!,&%)!这里-是!和"共同的本原根!

C是满足条件C’-O<B!!C’%O<B"的正整数,
3/> %-IC/&I>"!%!’!<&%)!!!/>"!%!’!!,&%!!

3/ 称为关于!和"的!,阶#$广义割圆类*!+%令

J> %!!!!!’!""&%#!)!!!K> %"!!"!’!"!&%#")!!!L> %")!!

E" >(
,&%

/>"
3!/!!!E% >(

,&%

/>"
3!/@%!!!M" >L(K(E"!!!M% >J(E%!%

二元#$广义割圆序列=Y > "="!=%!’!=/!’#定义为=/>
"!!/$M"!!

%!!/$M%!
)
*

+ %
丁存生给出的!阶#$广义割圆序列的线性复杂度*&+和自相关值*++ 表明!这类序列具有很好的密码学

性质%现在考虑任意的大于!阶的#$广义割圆序列%
由J!K和L 的定义可得以下引理,
引理!!在剩余类环H) 中!J!>J!JK>KJ>L!3.J >J!3.K>K!3.3/ >3/@.!这里/!.>"!%!

’!!,&%%
令!表示有限域)X"!D#的) 次本原单位根!这里)X"!D#是C) &%的分裂域!D><AB)"!#%

引理"!在有限域)X"!D#中!对于选定的!!#
.$J
!. >#

.$K
!. > #

.$H)$L
!. >%%

证明!可由以下事实证明

">!!"&%> "!!&%#"%@!!@!!!@’@!""&%#!#>
"!"&%#"%@!"@!!"@’@!"!&%#"#> "!&%#"%@!@!!@’@!!"&%#!%

!!引理#!<AB)"-#><%*&+

引理$!#
/$3.

!N/ >
""!&%#$"!,##O<B!!! N$J!!
"""&%#$"!,##O<B!!! N$K!% !!.>"

!%!’!!,&%!%

证明!对于N$K!由引理&和-与3. 的定义!

3.O<B!> %-IC.O<B!&I>"!%!’!<&%)> %-I@.O<B!&I>"!%!’!<&%)!!
当I跑遍集合%"!%!’!<&%)一次!-IC.O<B!取集合%%!’!!&%)每个元素""&%#$"!,#次%由引理!得!

#
/$3.

!N/ > "&%
!,* +O<B! #

/$K
!/ >"&%!, O<B!%其余部分同理可证,

令B"C#>#
/$M%

C/!则B"C#是=Y 的生成多项式,

B"%#> ""&%#@"!&%#""&%#$!>"O<B!!% "!#

!!引理%!B"!N#>
B"!#!! N$E"!!

%@B"!#!! N$E%!
)
*

+ %
证明!由引理%和引理!!如果N$E"!

B"!N#>#
/$J
!N/@#

/$E%

!N/ >#
/$NJ
!/@#

/$NE%

!/ >#
/$J
!/@#

/$E%

!/ >B"!#!%

如果N$E%!B"!N#>#
/$J
!N/@#

/$E%

!N/ >#
/$J
!/@%@#

/$E%

!/ >%@B"!#%

引理&!B"!#$ %"!%)当且仅当!$E"%
证明!既然B"C#$)X"!#*C+!由引理.!如果!$E"!B"!#! >B"!!#>B"!#!则B"!#$%"!%)%如果

!,E"!即!$E%!B"!#! >B"!!#>%@B"!#%于是B"!#,%"!%)%
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引理’!B!!N">
%@,!!&%"#!!,"O<B!!$ N$J!$

,!"&%"#!!,"O<B!!$ N$K!% %
证明!由引理%$引理!和引理+$如果N$J$

B!!N">#
/$J
!N/@#

/$E%

!N/ >#
/$J
!/@#

/$E%

!N/ >%@,!!&%"#!!,"O<B!!%

如果N$K$B!!N">#
/$J
!N/@#

/$E%

!N/ >#
/$J
%@#

/$E%

!N/ >,!!&%"#!!,"O<B!!%

>!主要结论

!! 和!" 分别是多项式C"&%和C!&%的本原!次和"次单位根$并且

C!&%> !C&%"-
/$K

!C&!/"!$!C"&%> !C&%"-
/$J

!C&!/"!%

定义O!C">-
/$H&)

!C&!/"$由于DG"!)"> !!&%"!"&%"$B7@!O!C"">"!)"$则O!C"$)X!!"&C’%定

义O.!C">-
/$E.

!C&!/"$.>"$%%如果!$E"$则!E" >E"$!E% >E%%于是

O.!C"! >-
/$E.

!C!&!!/">-
/$E.

!C!&!/">O.!C!"!%

所以O.!C"$)X!!"&C’$O!C">O"!C"O%!C"%从而C) &%> !C!&%"!C"&%"O"!C"O%!C"#!C&%"%
根据引理.$如果!$E"$B!!"和%@B!!"二者有且仅有一个为"%选择适当的!使得B!!">"$则有下

列的定理,
定理!!如果!’"’%O<B+$那么

A!=Y">
!!@%"!"&%"

! !$ !$E"!$

!"&%"!!$ !$E%!
)
*

+ $
!D!C">

C!"&%
!C!&%"O"!C"

!$ !$E"!$

C!"&%
C!&%!

$ !$E%!
)

*

+ %

!!证明!如果!’"’%O<B+$则+G!,$即!G,%根据引理($B!!N">
%O<B!!$ N$J!$

"O<B!!$ N$K!% %
若

!$E"$根据!%"和!!"$A!=Y">!"&%&!!&%"&!!&%"!"&%"#!> !!@%"!"&%"#!%由!的选取$

@EB!B!C"$C) &%"> !C!&%"O"!C"$从 而D!C"> !C!"&%"#!C!&%"O"!C"%若!$E%$根 据 引 理.$

B!!"$%@B!!",%"$%(%根据!%"和!!"$A!=Y">!"&%&!!&%">!!"&%"%显然@EB!B!C"$C) &%">
C!&%$从而D!C"> !C!"&%"#!C!&%"%

定理"!如果!’&O<B+$"’%O<B+$则

A!=Y">
!!&%"!"&%"

! !$ !$E"!$

!!&%"!"&%"!$ !$E%!
)
*

+ $
!D!C">

!C!"&%"!C&%"
!C!&%"!C"&%"O"!C"

!$ !$E"!$

!C!"&%"!C&%"
!C!&%"!C"&%"!

$ !$E%!
)

*

+ %

!!证明!如果!’&O<B+$"’%O<B+$则,和!!&%"#!!,"是奇数$!"&%"#!!,"是偶数%根据引理($

B!!N">"$N$J(K%若!$E"$由!%"和!!"得A!=Y">!!&%"!"&%"#!%根据!的选取$@EB!B!C"$C!"&
%"> !C!&%"!C"&%"O"!C"#!C&%"%从 而D!C"> !C!"&%"!C&%"#!C!&%"!C"&%"O"!C"%倘 若

!$E%$则A!=Y"> !!&%"!"&%"%并且@EB!B!C"$C!"&%"> !C!&%"!C"&%"#!C&%"%从而D!C">
!C!"&%"!C&%"#!C!&%"!C"&%"%

定理#!如果!’%O<B+$">&O<B+$那么

A!=Y">
!"@!@"&&

! !$ !$E"!$

!"&%!$ !$E%!
)
*

+ $
!D!C">

C!"&%
!C&%"O"!C"!

$ !$E"!$

C!"&%
C&%!

$ !$E%!
)

*

+ %
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!!证明!可依照定理!的证明过程类似地得到,
定理$!如果!’"’&O<B+!那么

A"=Y#>
"!&%#""&%#

! !! !$E"!!

"!&%#"!! !$E%!
)
*

+ !
!D"C#>

C!"&%
"C"&%#O""C#

!! !$E"!!

C!"&%
C"&%!

! !$E%!
)

*

+ %

!!证 明!如 果! ’" ’&O<B+!则,!"!&%#$"!,#和 ""&%#$"!,#都 是 奇 数%根 据 引 理(!

B"!N#>
"O<B!!! N$J!!

%O<B!!! N$K!% %
于是定理+的证明可根据定理%的证明对称地得到,

定理%!!$E" 当且仅当!’P%O<B*!"’P%O<B*&若!’P&O<B*!"’P&O<B*%
证明!既然!$H&!"!则存在整数I和/使得!>-IC/!".I.<&%!"./.!,&%%同时

!O<B!>-IC/O<B!>-I@/O<B!!!!!O<B">-IC/O<B">-IO<B"!%
!!必要性!倘若!$E"!则/是偶数%如果I是偶数!则!是!和"的二次剩余!所以!’P%O<B*!"’
P%O<B*%如果I是奇数!则!是!和"的二次非剩余%所以!’P&O<B*!"’P&O<B*%

充分性!倘若!,E"!即!$E%!则/是奇数%如果I是偶数!则!是!的二次非剩余和"的二次剩余%所
以!!’P&O<B*!"’P%O<B*%如果I是奇数!则!是!的二次剩余和"的二次非剩余!所以!’P%O<B
*!"’P&O<B*%

定理&!环H!" 上的二元#$广义割圆序列的线性复杂度和极小多项式分别如表%和表!所示%
表!!线性复杂度

!
"

&&O<B* &%O<B* @%O<B* @&O<B*

&&O<B*
"!@%#""&%#

! !"&% !""&%# !"@!@"&&
!

&%O<B* "!&%#""&%#
"!&%#""@%#

!
"!&%#""&%#

!
"!&%#"

@%O<B* !""&%# !"@!@"&&
!

"!@%#""&%#
! !"&%

@&O<B*
"!&%#""&%#

!
"!&%#" "!&%#""&%#

"!&%#""@%#
!

表"!极小多项式

!
"

&&O<B* &%O<B* @%O<B* @&O<B*

&&O<B* C!"&%
"C!&%#O""C#

C!"&%
C&%

C!"&%
C!&%

C!"&%
"C!&%#O""C#

&%O<B* C!"&%
"C!&%#"C"&%#

C!"&%
"C"&%#O""C#

"C!"&%#"C&%#
"C!&%#"C"&%#O""C#

C!"&%
C"&%

@%O<B* C!"&%
C!&%

C!"&%
"C&%#O""C#

C!"&%
"C!&%#O""C#

C!"&%
C&%

@&O<B*
"C!"&%#"C&%#

"C!&%#"C"&%#O""C#
C!"&%
C"&%

C!"&%
"C!&%#"C"&%#

C!"&%
"C"&%#O""C#

!!证明!仅以!’"’&&O<B*的情形为例%根据定理#!此时!$E"%又因为!’"’%O<B+!由定理

%可得A"=Y#> "!@%#""&%#$!!D"C#> "C!"&%#$"C!&%#O""C#%其他情形同理可证,

?!结 束 语

笔者考虑了任意的二元#$广义割圆序列的线性复杂度%主要定理表明这类序列的线性复杂度在满足

条件!’&&O<B*!"’&%O<B*或者!’%O<B*!"’&O<B*时取得上界!"&%%其线性复杂度的下界

为"!&%#""&%#$!%由于用作密钥流的序列通常具有较大的周期!所以可认为这里大多数的二元#$广义

割圆序列线性复杂度是好的%
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传输时隙调度算法,通过 0>0\的并行传输可改善时隙调度算法#不仅保证每个节点无冲突广播传输及最

小帧长#而且充分利用了 0>0\的并行数据流传输能力和干扰抑制能力,结果表明该协议可以极大地提高

网络容量和减小平均分组时延,
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