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摘要：线性复杂度是度量序列随机性的一个最重要的指标- 基于 /$广义割圆，通过寻找序列的特殊的

特征集，构造了一类周期为 !"阶数为!# 的 /$广义割圆序列，并确定了该类序列的线性复杂度，其线性复

杂度最小为（$ % ,）& !，最大为 $’ 且该类序列为平衡序列-
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割圆理论是一个古老的话题，基于割圆理论的割圆序列最早是 /C>?［,］提出来的，在文献［,］中作者给出

了割圆序列的一般构造方法- ,++) 年，/C>? 提出了一种新的广义割圆方法，称为 /$广义割圆，这种广义割圆

可看作是割圆的直接推广-
线性复杂度是度量序列随机性的一个最重要的指标- 文献［!］确定了周期为 !" 阶数为 ! 的 /$广义割圆

序列的线性复杂度- 笔者发现，通过找到序列的特殊的特征集，可将结果推广到 !# 的情况，由此构造了一类

周期为 !" 阶数为!# 的 /$广义割圆序列，简记为 /$UK3!#，并确定了该类序列的线性复杂度’ 其线性复杂度最

小为（$ % ,）& !，最大为 $’ 且该类序列为平衡序列，是密码学意义上好的序列-

>? 预备知识

!" !# 阶为 $! 的 %&广义割圆及其序列

设 !，" 为奇素数，?DA（! % ,，" % ,）; !#，# 为正整数’ 令 $ ; !"，, ;（! % ,）（" % ,）& !# ’ 设 - 为 UV（!）

和 UV（"）的公共本原元，则 ;@A$（-）; ,’ 令整数 < 满足 <!-（M;A !），<!,（M;A "）’ 则 =$ 中的全部可逆元

可表示为 ="$ ;｛-></：> ; "，,，⋯，（, %,）；/ ; "，,，⋯，（!# %,）｝’
阶数为 !# 的 /. 广义割圆类 ?（$）

/ 定义为

?（$）
/ ; ｛（-!#>@/

，-!#>@/<，⋯，-!#>@/<!
#%,

）：> ; "，,，⋯，（, % !#）& !#｝. ，. / ; "，,，⋯，（!# % ,）. ’
设 A# =$，0$ =$，定义 A B 0 ; ｛7 B 0：7$ A｝，0·A ; ｛0·7：7$ A｝’ 记
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# % %
"%’#’#

+ # !
!（,）

"+ -
[ ]

# $ ，

则 *! % *# # .,，*! & *# # /0 %&’()"% 定义为：对所有的 +，1+ #
!$ ，（ + *+, ,）$ *!；$
#$ ，（ + *+, ,）$ *# ${ 0

把 *# 称为序列

2 的特征集-
在序列 %&’()"%的一个周期段中有（, ’ #）3 " 个#，（, - #）3 " 个!，又 , 为奇数，因此该序列为平衡序列-

!" #$ 阶数为 #! 的 %&广义割圆序列的线性复杂度

$ $ 设 2 #（ 1!，1#，⋯，1,’#）为 ’.（(）上周期为 , 的序列，2 的线性复杂度 /(（2）定义为满足 4! 1+ - 4# 1+’# -
⋯ - 45 1+’5 # !（ 5’ +’,）的最小正整数 5，其中 4! # #，4#，4"，⋯，45 $’.（(），多项式 4（6）# # - 4# 6 - ⋯ -
45 6

5 称为 2 的极小多项式-
记 1（6）# 1! - 1# 6 - ⋯ - 1,’# 6

,’#，则序列 2 的线性复杂度可简单地表示为［0，1］

/(（2）# , ’ ,23［34,（6, ’ #，1（6））］$ 0 （#）

记 7! # "!（(）
! ，7# # "!（(）

# ，⋯，7"%’# # "!（(）

"%’#，8! # (!（"）
! ，8# # (!（"）

# ，⋯，8"%’# # (!（"）

"%’#，!! # !（,）
! ，!# # !（,）

# ，

⋯，!"%’# # !（,）

"%’#，7 # %
"%’#

+ # !
7+，8 # %

"%’#

+ # !
8+0

根据 %&’()"%的构造方式：1（6）# (
+$*#

6+ # (
"%’#’#

9 # !
(

+$7"9 -#

- (
+$8"9 -#

- (
+$!"9 -

( )
#

6+ $ ’.（"）［6］0

设 : 为" 的模 , 阶，即":!#（*+, ,）0 由于 34,（,，"）# #，故在 6, ’ #$’.（"）［6］的分裂域 ’.（":）

上存在 , 次单位原根 !，由式（#）有

/(（ 1）# , ’ ｛9：1（!9）# !$ ，$ ! ’ 9’ , ’ #｝ $ 0 （"）

由于 ! # !, ’ # #（!"）( ’ # #（!" ’ #）（# - !" - ⋯ - !（(’#）"），因此(
+$7

!+ # (
"%’#

9 # !
(
+$79

!+ # #0

同样的根据对称性有 (
+$8

!+ # (
"%’#

9 # !
(
+$89

!+ # #$ 0 （0）

$ $ 引理 !$ 设 ;$ !9，则 ;!+ # !（ + -#）（*+, "%），$ +，9 # !，#，"，⋯，（"% ’ #）［5］0
引理 #$ 在 " 特征域中，恒有：6" ’ ;" #（6 ’ ;）"，其中 ; 为域中的任意元素［0］-
引理 ’$ 设 " 为奇素数，34,（"，,）# #，则（, 3 "）# ,（"’#）3 "（*+, "）0 特别地［6］

（" 3 "）#（ ’ #）（""’#）3 7 # #$ ， "!< #（*+, 7）$ ，

’ #$ ， "!< 0（*+, 7）${ 0

!" 主要结果

下面出现的数学符号定义和上相同- 现在给出本文中构造的 %&广义割圆序列（%&’()"%）的线索性复杂

度的主要结果- 用 /(（2）表示该类序列的线性复杂度-
定理 !$

! 若 "! #（*+, 7），(! 0（*+, 7）或者 "! 8（*+, 7），(! 5（*+, 7），则 /(（2）#（" - #）(
" 0

" 若 "! 5（*+, 7），(! 5（*+, 7）或者 "! 0（*+, 7），(! 0（*+, 7），则 /(（2）# "( ’ #0

# 若 "! 5（*+, 7），(! 8（*+, 7）或者 "! 0（*+, 7），(! #（*+, 7），则 /(（2）# "( ’（( ’ #）
" 0
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! 若 !!!（"#$ %），"! &（"#$ %）或者 !! ’（"#$ %），"! (（"#$ %），则 )*（#）$ !" %（" % (）
+ % (&

" 若 !! ’（"#$ %），"! !（"#$ %）或者 !! !（"#$ %），"! ’（"#$ %），则 )*（#）$ !"&

# 若 !! &（"#$ %），"! !（"#$ %）或者 !! (（"#$ %），"! ’（"#$ %），则 )*（#）$（! ’ (）"
+ % (&

$ 若 !! &（"#$ %），"! (（"#$ %）或者 !! (（"#$ %），"! &（"#$ %），则 )*（#）$（!" ’ (）
+ &

% 若 !! &（"#$ %），"! &（"#$ %）或者 !! (（"#$ %），"! (（"#$ %），则 )*（#）$（!" % (）
+ &

为了证明定理 (，首先证明下面的 , 个引理-

引理 !" (
($)(

!*( $ ./ ， *$ +/ ，

（（" % (）, +-）（"#$ +）/ ， *$ ./{
，

其中 ( $ (，!，’，⋯，（+- % (）&

证明/ 设 *$ +，由于 / 是 01（!）和 01（"）的公共本原元& 并且 #2$0（/） $ 1，由 2 的定义，)(（"#$

"）$｛（/+-3’(
，/+-3’(2，⋯，/+-3’(2+

-%(
）（"#$ "）：3 $ .，(，⋯，（（1 % +-）, +-）｝$ )（"）

( （ ( $ (，!，’，⋯ +- %(））& 因

此，当 3 遍历｛.，(，⋯，（（1 % +-）, +-）｝时，)(（"#$ "）$ )（"）
( （ ( $ (，!，’，⋯，（+- % (））& 且每个值都被取

（! %(）次，则

(
($)4

!*( $［（! % (）"#$ +］(
($)（"）

4

!*( $ ./ ，/ 4 $ (，!，’，⋯，（+- % (）/ &

同理，当 *$ . 时，有

(
($)4

!*( $ （" % (）

+-[ ]"#$ + (
($.

!( $（" % (）

+- （"#$ +）/ ，/ 4 $ (，!，’，⋯，（+- % (）/ & 证毕&

/ / 引理 #" 5（!*）$

5（!）/ ， *$ 6"0 / ，/ *（"#$ !）$ %
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( $ .
)（!）

+( / ，

5（!）’ (/ ， *$ 6"0 / ，/ *（"#$ !）$ %
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证明/ 显然有 )4（"#$ !）$ %
+-%(

( $ .
)（!）

( （ 4 $ .，(，+，⋯，（+- % (）），)(（"#$ "）$ )（"）
( （ ( $ .，(，+，⋯，（+- %

(））& 由 引 理 (，若 *$).，则 *)( $ )(，*)! $ )!，⋯，*)+-%( $ )+-%( & 若 *（"#$ !）$)（!）
. ，则 *.( $

"*)（!）
( $ .(，*.! $ .!，⋯，*.+-%( $ .+-%(；*+( $ !*)（"）

( $ +(，*+! $ +!，⋯，*++-%( $ ++-%( & 因此，
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4$++4 ’(

’ (
($.+4 ’(

’ (
($)+4 ’

( )
(

!*( $ 5（!）/ &

若 *（"#$ !）$ )（!）
( ，则 *.( $ "*)（!）

( $ .+，*.! $ .,，⋯，*.+-%( $ .+- $ ..；*+( $ !*)（"）
( $ +(，

*+! $ +!，⋯，*++-%( $ ++-%( & 由（!），
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+-%(%(

4 $ .
(

($++4 ’(

’ (
($.+4 ’(

’ (
($)+4 ’

( )
(

!*( $ ( ’ 5（!）/ &

依此类推，若 *（"#$ !）$ )（!）

+-%(，则 5（!*）$ (
+-%(%(

4 $ .
(

($++4 ’(

’ (
($.+4 ’(

’ (
($)+4 ’

( )
(

!*( $ ( ’ 5（!）&

由此得出一般结论，若 * $ ).，且满足 *（"#$ !）$ )（!）
3 ，3 $｛.，(，+，⋯，（+- % (）｝，当 3 为偶数时，

5（!*）$ 5（!）；当 3 为奇数时，5（!*）$ ( ’5（!）&
类似可证明，*$ )(，($｛.，(，+，⋯，（+- % (）｝，且满足 *（"#$ !）$ )（!）

3 ，3$｛.，(，+，⋯，（+- %(）｝，

当 3 为偶数时，5（!*）$ 5（!）；当 3 为奇数时，5（!*）$ ( ’5（!）& 当 *$+，由引理 ,：
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当 "$ *，由引理 (：

!（!"）#(
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& # #
(
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!"’ ’ - 证毕

’ ’ 引理 !" !（!）$｛#，"｝当且仅当 ,!/ "（$%& )）-
证明’ 因为域 *+（!）的特征为 !，由引理 ! 知［ !（!）］! # !（!!），由引理 ,，!（!!）# !（!）) ! $

%
!$%"%"

’ # #
+（,）

!’ - 因此，!（!）$｛#，"｝)! $ %
!$%"%"

’ # #
+（,）

!’ - 注意到 %
!$%"%"

’ # #
+（,）

!’ 就是模 , 的全部二次剩余，因此由引理- 有：

! $ %
!$%"%"

’ # #
+（,）

!’ ) ,! / "（$%& )）- 证毕

引理 # " ! 若 " $ (，(
!$%"%"

& # #
(

’$(!& )"
!"’ $ ｛#，"｝， 当 且 仅 当 .! / "（$%& )）；" 若 "$*，

(
!$%"%"

& # #
(

’$*!& )"

!"’ $｛#，"｝，当且仅当 ,! / "（$%& )）-

证明 ’ 若 " $ (，(
!$%"%"

& # #
(

’$(!& )"
!"’ # (
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& # #
(

’$+（.）

!& )"

!",’ # (
’$+（.）

"

（!,!）0’ ) ⋯ ) (
’$+

（.）

!$)"

（!,!）1’ - 这里 2，0，⋯，

1$｛"，!，-，⋯，（. %"）｝，设 !,! # "，则 " 为 3. %" 的 . 次单位原根- 注意到 +（.）
’ （ ’ # "，-，,，⋯，（!$ %"））为

模 . 的二次非剩余集合- 因此，由文献［.］中定理 " 的证明可知：(
!$%"%"

& # #
(

’$(!& )"
!"’ $｛#，"｝，当且仅当 .!

/ "（$%& )）- 同理可证明引理第二部分/ 证毕

显然有下式成立：

!（"）# （, % "）
! )（. % "）

! )（, % "）（. % "）[ ]!
（$%& !）# （, % "）

! )（. % "）( )!
（$%& !）’ - （(）

下面给出定理 " 的证明/

结论!’ 若 ,! "（$%& )），.! -（$%& )）或者 ,! .（$%& )），.! ,（$%& )），则 01（ !）#（, ) "）.
! -

证明’ 当 ,! "（$%& )），.! -（$%& )）或者 ,! .（$%& )），.! ,（$%& )）时，由式（(）

!（!#）# !（"）#（（, % "）4 ! )（. % "）4 !）（$%& !）# "’ -

由引理 - 和引理 2，当 "$ 5"6 时，!（!"）#
#’ ， "$ 5"6 ’ ，’ "（$%& ,）$ %

!$%"%"

’ # #
+（,）

!’ ’ ，

"’ ， "$ 5"6 ’ ，’ "（$%& ,）$ %
!$%"%"

’ # #
+（,）

!’ )" ’
{

，

则使得 !（!"）# " 的 " 的个数为（, % "）（. % "）4 !-
由引理 - 和引理 .，当 "$ ( 时，!（!"）# #，即：使得 !（!）# " 的 " 的个数为 #- 当 "$ * 时，

!（!"）#
#’ ， "$ %

!$%"%"

’ # #
*!’ ’ ，

"’ ， "$ %
!$%"%"

’ # #
*!’ )" ’

{
，

则使得 !（!"）# " 的 " 的个数为 %
!$%"%"

’ # #
*!’ )" #（, % "）4 !，由式（!）

01（7）# 6 % ｛&：!（!&）# #，’ # ’ &’ 6 % "｝ # ,. %（, % "）（. % "）
! %（, % "）

! #（, ) "）.
! ’ -

故结论!得证/ 同理，利用定理 " 中结论!的证明方法，容易证明定理 " 的结论" 3#也是成立的/ 证毕
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!" 结" " 论

构造了一类周期为 !" 阶数为 !# 的 "$ 广义割圆序列，确定了该类序列的线性复杂度，构造该类序列时把

%& 划分为 ’# 和 ’$ 两个子集时必须满足下面的条件：’# 的子集 "(（!）
) ，!(（"）

) ，(（&）
) ，)$｛#，$，⋯，!# *$｝的下标

) 全为偶数；’$ 的子集 "(（!）
) ，!(（"）

) ，(（&）
) ，)$｛#，$，⋯，!# *$｝的下标 )全为奇数+ 由定理$ 的结论可知：该类序

列的线性复杂度最小值为（& * $）, !，最大可达到 &，且该类序列为平衡序列+ 除了 !!%（&’( )），"!%（&’(
)）和 !!$（&’( )），"!$（&’( )）外，序列的线性复杂度均大于（& - $）, !，因此，按 *+, 算法，获取该序列

的任何一段子序列都不能用该算法恢复出全部序列-
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给出了区间数一致性互补判断矩阵的概念及其判断定理；提出了区间数互补判断矩阵权重向量确定的

目标规划法，操作简单、易于上机实现，为解决区间数互补判断矩阵排序问题开辟了一条新的途径；利用信息

集结算子，文中的排序方法在区间数群决策中也有良好的应用前景-
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