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摘　要　首先基于半解析法建立了新的ＧＲＡＣＥ卫星Ｋ波段测量系统星间测速、ＧＰＳ接收机轨道位置和加速度计

非保守力误差联合影响累计大地水准面的误差模型；其次，基于各关键载荷精度指标的匹配关系，论证了误差模型

的可靠性；最后，基于美国喷气动力实验室（ＪＰＬ）公布的２００６年的ＧＲＡＣＥＬｅｖｅｌ１Ｂ实测误差数据，有效和快速地

估计了１２０阶全球重力场的精度，在１２０阶处累计大地水准面的精度为１８．３６８ｃｍ，其结果和德国地学研究中心

（ＧＦＺ）公布的ＥＩＧＥＮＧＲＡＣＥ０２Ｓ全球重力场模型符合较好．本文的研究为将来国际卫星重力测量计划（如

ＧＲＡＣＥＦｏｌｌｏｗＯｎ，３６０阶）中高阶全球重力场模型精度的有效和快速估计提供了理论基础和计算保证．
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１　引　言

２１世纪是人类利用ＳＳＴＨＬ／ＬＬ（Ｓａｔｅｌｌｉｔｅｔｏ

Ｓａｔｅｌｌｉｔｅ Ｔｒａｃｋｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ＨｉｇｈＬｏｗ／ＬｏｗＬｏｗ

Ｍｏｄｅ）和ＳＧＧ（ＳａｔｅｌｌｉｔｅＧｒａｖｉｔｙＧｒａｄｉｏｍｅｔｒｙ）提升

对数字地球认知能力的新纪元．地球重力场及其时

变反映地球表层及内部物质的空间分布、运动和变

化，同时决定着大地水准面的起伏和变化［１～４］．因

此，确定地球重力场的精细结构及其时变不仅是大

地测量学、地球物理学、地震学、海洋学、空间科学、

国防建设等的需求，同时也将为全人类寻求资源、保

护环境和预测灾害提供重要的信息资源［５～８］．

ＧＲＡＣＥ （Ｇｒａｖｉｔｙ Ｒｅｃｏｖｅｒｙ ａｎｄ Ｃｌｉｍａｔｅ

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ）双星（如表１所示）采用近圆和近极地

轨道设计，由美国宇航局（ＮＡＳＡ）和德国航天局

（ＤＬＲ）共同研制开发
［９］．ＧＲＡＣＥ利用Ｋ波段测量

系统高精度测量星间速度，利用高轨 ＧＰＳ（Ｇｌｏｂａｌ

ＰｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇＳｙｓｔｅｍ）卫星对低轨双星精密跟踪定

位，利用高精度ＳｕｐｅｒＳＴＡＲ加速度计测量作用于

双星的非保守力．ＧＲＡＣＥ系统既包含两组ＳＳＴ

ＨＬ，同时以差分原理测定两个低轨卫星之间的相互

运动，因此它得到的静态和动态全球重力场的精度

比ＣＨＡＭＰ（ＣｈａｌｌｅｎｇｉｎｇＭｉｎｉｓａｔｅｌｌｉｔｅＰａｙｌｏａｄ）至

少高一个数量级，同时为将来ＧＯＣＥ（ＧｒａｖｉｔｙＦｉｅｌｄ

ａｎｄＳｔｅａｄｙＳｔａｔｅＯｃｅａｎＣｉｒｃｕｌａｔｉｏｎＥｘｐｌｏｒｅｒ）卫星

重力梯度测量奠定了坚实的基础．

表１　犌犚犃犆犈双星计划参数

犜犪犫犾犲１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犌犚犃犆犈狋狑犻狀狊犪狋犲犾犾犻狋犲狊犿犻狊狊犻狅狀

参　数 指　标

发射时间 ２００２０３１７

卫星寿命 ５～１０年

轨道高度 ５００～３００ｋｍ

轨道倾角 ８９°

轨道离心率 ＜０．００４

星间距离 ２２０±５０ｋｍ

跟踪模式 ＳＳＴＨＬ／ＬＬ

空间分辨率 １６６ｋｍ

　　早在２０世纪６０年代，Ｂａｋｅｒ
［１０］首次提出了利

用ＳＳＴ恢复地球重力场的重要思想．自此以后，国

际大地测量学界的许多学者都积极投身于地球重力

场恢复的方法与算法的理论研究和数值计算之中．

在众多方法中，按照卫星观测方程建立和求解的不

同可分为解析法和数值法．解析法
［１１～１４］是指通过

分析地球重力场和卫星观测数据的关系建立卫星观

测方程模型，进而估计地球重力场的精度．解析法

的优点是卫星观测方程物理含义明确，易于误差分

析且可快速求解高阶地球重力场；缺点是由于在建

立卫星观测方程模型时作了不同程度的近似，因此

求解精度较低．数值法
［１５～２６］是指通过分析地球引

力位系数和卫星观测数据的关系建立卫星观测方

程，并通过最小二乘法拟合出地球引力位系数．数

值法的优点是地球重力场求解精度较高；缺点是求

解速度较慢且对计算机要求较高．为了有效综合解

析法和数值法的优点，国际大地测量学界提出了基

于半解析法恢复地球重力场的思想．目前，Ｊｅｋｅｌｉ

ａｎｄＲａｐｐ
［２７］、Ｋｉｍ

［２８］、Ｓｎｅｅｕｗ
［２９］、Ｌｏｏｍｉｓ

［３０］等学者

在基于半解析法恢复地球重力场方面做出了杰出的

贡献．不同于前人的研究，我们首次基于半解析法

建立了星间测速、轨道位置和非保守力误差联合影

响累计大地水准面的误差模型，基于关键载荷精度

指标的匹配关系论证了误差模型的可靠性，基于美

国喷气动力实验室（ＪＰＬ）公布的２００６年的ＧＲＡＣＥ

Ｌｅｖｅｌ１Ｂ实测误差数据，有效和快速地估计了１２０

阶ＧＲＡＣＥ全球重力场的精度．

２　方　法

２．１　Ｋ波段测量系统星间测速误差模型

基于能量守恒定律，卫星观测方程可表示为

１

２
狉
·２
＝犞＋犆， （１）

其中，狉
·
＝狉

·
０ ＋Δ狉

· 表示卫星的瞬时速度，狉
·
０ ＝

犌犕／槡 狉表示卫星的平均速度，犌犕 表示地球质量犕

和万有引力常数犌 之积，狉表示由卫星质心到地心

之间的距离，Δ狉
· 表示由扰动位引起的速度变化；

犞＝犞０＋犜表示地球引力位，犞０ 表示中心引力位，犜

５０７１
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表示扰动位；犆表示能量积分常数．公式（１）可变形为

１

２
（狉
·
０＋Δ狉

·）２ ＝犞０＋犜＋犆． （２）

由于忽略二阶小量（Δ狉
·）２（近似程度约１０－１０）且

１

２
狉
·２
０＝犞０＋犆，公式（２）可变形为

犜＝狉
·
０Δ狉

·
． （３）

扰动位方差和速度变化方差的关系如下：

σ
２（δ犜）＝狉

·２
０σ
２（δ狉

·）． （４）

　　如图１所示，犗犐－犡犐犢犐犣犐 表示地心惯性系；θ

表示地心角，θ＝２°；ρ
·
１２表示Ｋ波段测量系统星间测

图１　ＧＲＡＣＥ双星在轨飞行示意图

Ｆｉｇ．１　ＩｎｏｒｂｉｔｆｌｉｇｈｔｏｆＧＲＡＣＥｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ

速，ρ
·
１２ ≈Δ狉

·
２－Δ狉

·
１．星间测速的方差表示如下：

σ
２（δρ

·
１２）≈２［σ

２（δ狉
·）－ｃｏｖ（Δ狉

·
１，Δ狉

·
２）］， （５）

其中，ｃｏｖ（Δ狉
·
１，Δ狉

·
２）表示协方差函数，ｃｏｖ（Δ狉

·
１，Δ狉

·
２）

＝∑
犔

犾＝２

σ
２
犾（δ狉

·）Ｐ犾（ｃｏｓθ）
［２６］，Ｐ犾（ｃｏｓθ）表示Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函

数，犾表示阶数．公式（５）可变形为

σ
２
犾（δρ

·
１２）≈２σ

２
犾（δ狉

·）［１－Ｐ犾（ｃｏｓθ）］． （６）

　　地球扰动位犜（狉，，λ）表示如下：

犜（狉，，λ）＝
犌犕
狉 ∑

犔

犾＝２
∑
犾

犿 ＝０

［（犚ｅ
狉
）犾（犆犾犿ｃｏｓ犿λ

＋犛犾犿ｓｉｎ犿λ）Ｐ
—

犾犿（ｓｉｎ）］， （７）

其中，表示地心纬度，λ表示地心经度；犚ｅ 表示地

球的平均半径；Ｐ
—

犾犿（ｓｉｎ）表示规格化的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函

数，犿表示次数；犆犾犿，犛犾犿表示待求的规格化引力位

系数．

地球扰动位的方差表示如下：

σ
２
犾（δ犜）＝∑

犾

犿＝０

１

４πδ犜（狉，，λ）Ｙ
—

犾犿（，λ）ｃｏｓｄｄ［ ］λ
２

，

（８）

其中，Ｙ
—

犾犿（，λ）＝Ｐ
—

犾 犿 （ｓｉｎ）犙犿（λ），

犙犿（λ）＝
ｃｏｓ犿λ 犿 ≥０

ｓｉｎ犿λ 犿 ＜
｛ ０

．

基于球谐函数的正交性，公式（８）可化简为

σ
２
犾（δ犜）＝

犌犕
犚（ ）
ｅ

２ 犚ｅ（ ）狉
２犾＋２

∑
犾

犿 ＝０

（δ犆
２
犾犿 ＋δ犛

２
犾犿）．（９）

大地水准面高的方差为

σ
２
犾（δ犖ρ·１２）＝犚

２
ｅ∑

犾

犿 ＝０

（δ犆
２
犾犿 ＋δ犛

２
犾犿）． （１０）

　　联合公式（９）和（１０），可得σ
２
犾（δ犖ρ·１２）和σ

２
犾（δ犜）

的关系式：

σ
２
犾（δ犖ρ·１２）＝犚

２
ｅ

犚ｅ（ ）犌犕

２
狉
犚（ ）
ｅ

２犾＋２

σ
２
犾（δ犜）．（１１）

　　联合公式（４）、（６）和（１１），可得累计大地水准面

误差和星间测速误差之间的关系式：

δ犖ρ·１２ ＝犚ｅ

　× ∑
犔

犾＝２

１

２［１－Ｐ犾（ｃｏｓθ）］
犚ｅ
犌犕

狉
犚（ ）
ｅ

２犾＋１

σ
２
犾（δρ

·

１２｛ ｝槡
）．

（１２）

２．２　ＧＰＳ接收机轨道位置误差模型

如图１所示，卫星向心加速度狉̈和瞬时速度狉
·

的关系式表示为

狉̈＝
狉
·２

狉
， （１３）

其中，狉̈ ＝狉̈ρ１２／ｓｉｎ（θ／２），狉
·
＝狉

·

ρ１２
／ｃｏｓ（θ／２），狉̈ρ１２ 和

狉
·

ρ１２
分别表示狉̈和狉

·在图中星星间连线方向的投影．

公式（１３）可变形为

狉̈ρ１２ ＝
ｔａｎ（θ／２）

狉ｃｏｓ（θ／２）
狉
·２
ρ１２
． （１４）

在公式（１４）两边同时微分可得

ｄ狉̈ρ１２ ＝
２狉
·
ｔａｎ（θ／２）

狉
ｄ狉
·

ρ１２
． （１５）

　　由于狉
·
＝狉

·
０＋Δ狉

·且忽略二阶小量Δ狉
·
ｄ狉
·

ρ１２
（近似

程度约１０－１０），在公式（１５）两边同乘时间狋可得

ｄ狉
·

ρ１２ ＝
４犌犕ｔａｎ２（θ／２）

狉槡 ３ ｄ狉ρ１２． （１６）

　　基于公式（１６），星间测速误差δρ
·
１２和轨道位置

误差δ狉的关系表示为

δρ
·
１２ ＝

４犌犕ｔａｎ２（θ／２）

狉槡 ３ δ狉． （１７）

　　将公式（１７）代入（１２）可得累计大地水准面误差

和轨道位置误差之间的关系式：
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δ犖ｒ＝犚ｅ ∑
犔

犾＝２

１

２［１－Ｐ犾（ｃｏｓθ）］
犚ｅ
犌犕

狉
犚（ ）
ｅ

２犾＋１

σ犾
２ ４犌犕ｔａｎ２（θ／２）

狉槡 ３ δ（ ）｛ ｝槡 狉 ． （１８）

２．３　加速度计非保守力误差模型

由于ＧＲＡＣＥ双星受到的主要非保守力和星间

测速近似同向，且非保守力通常表现为累积误差特

性，据平方误差积分准则，星间测速误差δρ
·
１２和非保

守力误差δ犳的关系表示为

δρ
·
１２ ＝ ∫（δ犳）

２ｄ槡 狋． （１９）

将公式（１９）代入（１２）可得累计大地水准面误差和非

保守力误差之间的关系式：

δ犖犳 ＝犚ｅ ∑
犔

犾＝２

１

２［１－Ｐ犾（ｃｏｓθ）］
犚ｅ
犌犕

狉
犚（ ）
ｅ

２犾＋１

σ
２
犾（∫（δ犳）

２ｄ槡 狋｛ ｝槡
）． （２０）

２．４　关键载荷联合误差模型

联合公式（１２）、（１８）和（２０）可得星间测速、轨道位置和非保守力误差联合影响累计大地水准面的误差模型：

δ犖ｃ＝犚ｅ ∑
犔

犾＝２

１

２［１－Ｐ犾（ｃｏｓθ）］
犚ｅ
犌犕

狉
犚（ ）
ｅ

２犾＋１

σ
２
犾（δη｛ ｝槡

）， （２１）

其中，δη＝ σ
２
犾（δρ

·
１２）＋σ

２
犾

４犌犕ｔａｎ２（θ／２）

狉槡 ３ δ（ ）狉 ＋σ２犾（∫（δ犳）２ｄ槡 狋槡
）．

　　基于半解析法，利用２００６年的 ＧＲＡＣＥＬｅｖｅｌ

１Ｂ实测误差δρ
·
１２，δ狉和δ犳估计累计大地水准面误

差的过程如下：

第一，首先以１°×１°为网格分辨率，在地球表面

的经度（０°～３６０°）和纬度（－９０°～９０°）范围内绘制

网格；其次，按照ＧＲＡＣＥ卫星轨道（如图２所示）在

地球表面的轨迹点位置依次加入δη；最后，如图３

所示，将分布于地球表面的δη平均归算于划分的网

格点δη（，λ）处，其中横坐标和纵坐标分别表示经

度和纬度，颜色表示平均归算于网格点处的误差值

δη（，λ）的大小．

图２　ＧＲＡＣＥＡ卫星３天的轨道图

Ｆｉｇ．２　ＯｒｂｉｔｏｆＧＲＡＣＥＡｓａｔｅｌｌｉｔｅｆｏｒ３ｄ

图３　ＧＲＡＣＥ卫星δη在地表的分布

Ｆｉｇ．３　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆδηｏｎＥａｒｔｈ′ｓｓｕｒｆａｃｅｆｒｏｍＧＲＡＣＥ

　　第二，将δη（，λ）按球谐函数展开为

　　δη（，λ）＝∑
犔

犾＝０
∑
犾

犿＝０

［（犆δη犾犿ｃｏｓ犿λ

＋犛δη犾犿ｓｉｎ犿λ）Ｐ
—

犾犿（ｓｉｎ）］， （２２）

其中，犆δρ·犾犿，犛δρ·犾犿 表示δη（，λ）按球谐函数展开的系数，

（犆δη犾犿，犛δη犾犿）＝
１

４π［δη（，λ）Ｙ
—

犾犿（，λ）ｃｏｓｄｄλ］．

（２３）

δη在各阶处的方差表示为

σ
２
犾（δη）＝∑

犾

犿＝０

（犆２δη犾犿 ＋犛
２
δη犾犿
）． （２４）
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将公式（２４）代入（２１），可有效和快速地估计全球重

力场的精度．

３　结　果

如图４所示，实线、圆圈线和虚线分别表示单独

引入Ｋ波段测量系统星间测速误差１×１０－６ ｍ／ｓ、

ＧＰＳ接收机轨道位置误差３×１０－２ ｍ和加速度计

非保守力误差３×１０－１０ ｍ／ｓ２ 估计累计大地水准面

的精度．基于ＧＲＡＣＥ各关键载荷精度指标的匹配

关系，据图中三条曲线在各阶处的符合性可验证本

文基于半解析法建立的误差模型是可靠的．

图４　基于ＧＲＡＣＥ各关键载荷实测误差值

估计累计大地水准面精度对比

Ｆｉｇ．４　Ａｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｇｅｏｉｄ

ｈｅｉｇｈｔｅｒｒｏｒｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｄｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒｓｏｆＧＲＡＣＥｋｅｙｐａｙｌｏａｄｓ

如图５所示，虚线表示德国ＧＦＺ公布的１２０阶

ＥＩＧＥＮ－ＧＲＡＣＥ０２Ｓ全球重力场模型的实测精度，

在１２０阶处恢复累计大地水准面精度为１８．９３８ｃｍ；

实线表示基于联合误差模型估计累计大地水准面的

精度，在１２０阶处累计大地水准面精度为１８．３６８ｃｍ．

基于半解析法估计ＧＲＡＣＥ累计大地水准面精度的

统计结果如表２所示．通过两条曲线在各阶处的符

合性可知，半解析模拟法是恢复高精度和高空间解

析度全球重力场的有效方法之一．

表２　累计大地水准面误差统计结果

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狊狋犪狋犻狊狋犻犮狊狅犳犮狌犿狌犾犪狋犻狏犲犵犲狅犻犱犺犲犻犵犺狋犲狉狉狅狉

模型
误差（１０－２ｍ）

２０阶 ５０阶 ８０阶 １００阶 １２０阶

ＥＩＧＥＮＧＲＡＣＥ０２Ｓ

ＧＲＡＣＥ－ＫＧＡ

０．０７６

０．０６５

０．２２８

０．２１３

１．５６６

１．４０３

５．７５６

５．１８６

１８．９３８

１８．３６８

图５　基于半解析法估计累计大地水准面精度

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｇｅｏｉｄｈｅｉｇｈｔｅｒｒｏｒｂａｓｅｄ

ｏｎｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

４　结　语

目前国际众多科研机构通过联合地面、海洋、空

间等多种观测技术已获得了全球的、规则的、密集的

和高精度的地球重力场信息，因此全球重力场解算

方法的优劣是决定人类对“数字地球”认识水平的关

键所在．众多全球重力场研究的新方法和理论的相

继提出推动了国际卫星重力测量的发展进程，但在

某种程度上受到了当时计算机性能水平的制约．因

此，寻求不依赖于计算机发展技术的有效和快速算

法是解算将来高阶全球重力场和促进国际卫星重力

测量快速发展的根本途径．当前国际上利用卫星重

力测量数据解算全球重力场的众多方法中，轨道动

力学法和能量守恒法较为盛行．但由于轨道动力学

法和能量守恒法自身的固有局限性，无论是两种方

法单独还是联合均无法满足将来国际卫星重力测量

计划中精确和快速解算中高频全球重力场的需求．

因此，若想进一步提升人类对赖以生存地球的认知

能力，必须寻求新的、有效的和快速的全球重力场解

算方法．

本文开展了有效和快速解算ＧＲＡＣＥ高精度和

高空间解析度全球重力场新方法的探索性研究，具

体结论如下：

（１）首次基于半解析法建立了ＧＲＡＣＥ卫星各

关键载荷误差影响累计大地水准面的联合误差模型；

（２）基于各关键载荷精度指标的匹配关系，论证

了误差模型的可靠性；

（３）在１２０阶处，估计ＧＲＡＣＥ累计大地水准面
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的精度为１８．３６８ｃｍ，并通过其结果和国际全球重

力场模型 ＥＩＧＥＮＧＲＡＣＥ０２Ｓ的符合性充分验证

了半解析法的有效性．
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