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Pareto-MEC算法及其收敛性分析 
周秀玲，孙承意 

(北京城市学院人工智能研究所，北京 100083) 

  要：介绍了一种新的多目标进化算法——Pareto-MEC。将基本MEC和 Pareto思想结合起来处理多目标问题。提出了局部 Pareto最优
集与局部 Pareto 最优态集概念，并利用概率论的基本理论证明了趋同过程产生的序列强收敛于局部 Pareto 最优态集。数值试验验证了

areto-MEC算法的有效性。 
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Pareto-MEC and Its Convergence Analysis 
ZHOU Xiuling, SUN Chengyi

(Artificial Intelligence Lab, Beijing City College, Beijing 100083) 

Abstract】Pareto mind evolutionary computation (Pareto-MEC) is a new multi-objective evolutionary algorithm (MOEA), which introduces the
heory of Pareto into MEC for multi-objective optimization. Feasibility and efficiency of Pareto-MEC are illustrated by numerical results. The
oncepts of local Pareto optimal solution set and local Pareto optimal state set are presented. And it is proved that the sequence of population
enerated through operation similartaxis strongly converges to local Pareto optimal state by using the probability theory. 
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 概述 
考虑含有 个自变量 个目标函数的多目标函数最大

问题： 
n m

MOP( , )X f ,  )(xfyMax =

中：
1( , , ) n

nx x x X R= ∈L 1( , , ) m

my y y Y R= ∈ ⊂L⊂ ， ，

为决策（参数）向量， X 为决策空间， 为目标向量，Y
目标空间。 

y

定义 1 （Pareto 关系）称决策向量 x 优于 x′ ，记为
当且仅当 x′f

(1) ∀ ∈ 且 {1, ..., } : ( ) ( )i ii m f x f x ′≥

>(2) ∃ ∈ 。 {1, ..., } : ( ) ( )j jj m f x f x ′

定义 2 (Pareto 最优解)称 为集合 上的
ondominated解，当且仅当

Xx ∈ )( XA ⊆

xaAa f:∈∃/ 。特别若 XA = ，
x为 Pareto最优解。 
定义 3（Nondominated解集与其前沿）设 ，令： XA ⊆

( ) { : min }non A x A x A nondo ated= ∈ 是 上的 解  
集 称为)(Anon A上的 nondominated解集。对应目标向量
间中的解集 称为))(( Anonf A上的 nondominated前沿。 
定义 4 （Pareto 最优解集与 Pareto前沿）令： 

* { : }X x X x X x x′ ′= ∈ ∃ ∈/ f满 足  

集 *X 称为 Pareto 最优解集。对应的目标向量空间中的解

Y 称为 Pareto前沿。 }:)({ ** Xxxfy ∈==

中

自从Schaffer首次采用进化算法进行多目标优化以来[1]，
究者们相继提出了许多不同的多目标进化算法（MOEA），
些算法大致可以分为以下几类[2]：(1)聚合法，这类方法是
多个目标聚合成一个目标函数来进行优化。它虽然简单且
易执行，但是当对问题了解较少时，就很难为各个目标产

生合适的权值。(2)基于群体的非Pareto法，如VEGA[1]，这种
方法是根据每个目标函数来进行比例选择。它虽然改变了GA
基本的选择机制，但从本质上来看还是类似于聚合法的。(3)
基于Pareto的方法，如SPEA[3]。目前对MOEA的研究主要集
于这一类方法。这类算法的实现基于两个策略：

nondominated策略与保持多样性策略。关于MOEA的理论研
究较少，而且主要集中在算法的收敛性分析以及如何评价不
同算法的性能[4~6]。 

思维进化算法(MEC)是一种模拟人类思维进步的进化算
法[7]，它是根据对遗传算法存在问题的思考以及对人类思维
进步的分析而提出的。MEC主要由两种操作组成：趋同与异
化。趋同模拟思维模式中非优胜者向优胜者学习的过程，异
化模拟思维模式中人类进行创新的过程。MEC就是模仿人的
这种趋同与异化交互作用的思维进步的过程。而进化计算的
其它方法，如GA、ES，都是模仿生物的进化过程。采用MEC
求解数值优化问题与非数值优化问题都表现出良好的     
性能[8]。 

本文提出了一种新的 MOEA——Pareto-MEC，并对其收
敛性进行了分析。 

2 Pareto-MEC算法 
2.1 Pareto-MEC的基本原理 

Pareto-MEC(Pareto Mind Evolutionary Computation)是将
MEC 算法与 Pareto 思想结合来进行多目标问题的优化。
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作者简介：周秀玲(1972－)，女，硕士、副教授，主研方向：进化计
算；孙承意，教授 
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Pareto-MEC的基本思想是：(1)在整个解空间散布一些个体，
选择其中较好的一些个体作为子群体的散布中心。(2)每个子
群体从这些初始中心出发，每个子群体仅搜索解空间的一个
局部区域并逐渐向 Pareto前沿漂移。(3)在漂移的过程中，算
法调整各子群体的搜索范围与方向。上述的(1)与(3)称为异化
操作，(2)称为趋同操作。 
2.2 Pareto-MEC实现步骤的伪码表示 

/* Parameters of Pareto-MEC */ 

N  /*子群体个数*/ 

GS /* 子群体尺寸 */ 

S  /* 群体 ( ) */ NSS G ×=
t  /* 迭代代数 */ 

t
iG  /* 第 代时的第 i 个子群体 */ t

( )Anond  /*集合 A 上的 ( )nond A 的补集，即： */ \ (A nond A)
t

extP  /*第 t 代时的外部集*/ 
t

canP  /*第 t 代时的候选集*/ 
 
/* Procedure of Pareto-MEC */ 
(1)初始化： , , 。 0←t Φ←t

extP Φ←t
canP

(2)在决策空间上按照某种分布散布 个个体形成临时集合S

P ′，令 。如果 ，则从)(PnondP t
ext ′= | |t

extP N< )(Pnond ′ 中再选

取一些比较分散的个体加入 使得 ，然后清空t
extP NP t

ext ≥|| P′。 

(3)从 中选择 个个体作为各子群体的初始中心。 t
extP N

(4)For对于 散布中心 。 thi - t
ic

(5)在该散布中心的周围，按某种分布散布 个个体形成集合
GS

P ′ 。令 ，然后清空)( PnondG t
i ′= P ′。 

(6)根据 Pareto关系比较 和 中的个体（见 2.3 节）。 t
iG t

extP

(7)End for 

(8)令 )( t
ext

t
can PnondP = ， 。如果

和 中元素过多或过少时就用 2.4节中的方法对它们进行处理。 

)( t
ext

t
ext PnondP = t

canP
t

extP
(9)确定散布宽度并且通过 sh 为每个子群体产生下一代

的散布中心  (见 2.5节)。 

ift( )t
iG

1+t
ic

(10)  1+← tt
(11)如果满足停止准则（见 2.6 节），则输出 ；否则转到步

骤(4)。 

t
extP

说明：步骤(4)~步骤(7)构成了算法的“趋同”操作，这
是一个局部搜索，注意在步骤(6)中也有对 的更新；“异
化”操作为一个全局搜索，由步骤(2)、步骤(3)以及步骤(8)、
步骤(9)构成。 

t
canP

2.3 根据 Pareto关系比较 和 中的个体 t
iG t

extP

在每个子群体进行“趋同”操作过程的每一代中，都要
对外部集和其自身进行更新。在这个过程中，对各子群体内
个体出现的情况及相应的处理如下： 

令 是外部集 中的某个个体， 是子群体 中的

某个个体。则： 

j t
extP k t

iG

(1)若 kjf 且 ( ) rGjD t
i <, ，令 { }( ) { }jkGG t

i
t
i ∪= \ ，其中

表示个体 与子群体 几何中心间的欧氏距

离小于一个预先给定的正数
rGjD t

i <),( j t
iG

r。 

(2)若 jkf ，令 且{ }jPP t
can

t
can ∪= { }( ) { }kjPP t

ext
t
ext ∪= \ 。 

(3)若 与 不可比较，令 。 k j { }kPP t
ext

t
ext ∪=

2.4 调整 和 的尺寸 t
extP t

canP

当外部集 和侯选集 过大时，使用 SPEA2 中的

archive truncation 方法对它们进行处理；当 过小时，会
使用候选集中的个体进行填充。 

t
extP t

canP
t

extP

2.5 子群体散布中心的产生 
子群体 的散布中心 要通过两部分共同确定：

，其中 表示在趋同过程中

根据局部信息得到的散布中心； 表示通过异化过

程根据全局信息确定的散布中心。 

1+t
iG 1t

ic +

1 ( ) sh ift ( )t t
i ic c G G+ = + t

i ( )t
ic G

s h i f t ( )t
iG

在趋同过程中，当子群体和外部集进行了 Pareto关系的
检查后，子群体中个体的质量会有所提高，此时根据这些个
体的位置信息可以确定一个散布中心 （在本实验中，

将子群体的几何中心作为 ）。如果由 作为
( )t

ic G

( )t
ic G ( )t

ic G 1t
ic + ，

这样可能会造成子群体重复搜索某一区域。因此在异化过程
中对子群体的搜索方向进行了调节，从而使得各子群体能够
比较分布均匀地朝 Pareto最优前沿方向逼近（在本实验中，
使用了一个反映各子群体相对位置信息的漂移向量来确定

）。由 和 共同决定的shift( )t
iG ( )t

ic G shift( )t
iG 1t

ic + 才是子群

体 真正的散布中心。 1+t
iG

2.6 停止准则 
当连续若干代某个子群体变化不大时，就认为这个子群

体成熟了。在本试验中，是在该群体中连续两代后选取一些
比较点，例如，当 

ε<−∑ ′
i

ii aa  

时就认为这个子群体变化不大了。其中 是 中排序后

的第 i 个个体, 是 经过排序后的第 个个体，
ia 1+t

iG

'ia t
iG i ε 是预

先给定的一个正值。 
3 收敛性分析 

为了分析方便，只考虑满足下面假设的 MOP 。 ),( fX
假设 1：MOP 满足： ),( fX
(1) 是f X 上的连续函数； 

(2) X 是 中的有界闭集。 nR

3.1 Pareto-MEC的趋同过程 
在Pareto-MEC中，异化操作只实现了基本MEC中异化操

作所起的作用：为每个子群体选择较好的散布中心；未实现
作用：对子群体的趋同结果进行比较，优胜劣汰[8]。故本文
只对Pareto-MEC算法中的趋同过程进行收敛性分析。 

在 Pareto-MEC中，一个子群体的趋同过程如下所述： 
(1)接收经异化操作得到的优胜个体作为子群体初始散

布中心 ，
0c 0=t ，

0G φ= ； 

(2)在子群体的散布中心 的局部区域内以某种概率分

布产生 个个体，这 个个体构成集合
tc

GS GS P′； 

(3)令 )( PGnonG tt ′∪= ， φ=′P ； 

(4)根据 形成子群体新的散布中心 ；tG tc 1+= tt ； 
(5)若满足停止条件，则趋同操作停止；否则转向步骤(2)。 
在步骤 (2)中，设 x′ 为以 x 为中心产生的个体，则

Zxx +=′ ，随机变量 Z 的概率密度函数为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∈=

−

otherwise

wUzezf

z
n

0

),0()
2
1(1

)(
2

2

2σ
σπβ
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其中： 

∫
−

= ),0(
2 2

2

)
2
1(wU z

z
n de σ

σπ
β   

是一个常数， 

∏
=

+−=
n

i
ii wxwxwxU

1
],[),( ，  σkw =

k 为常数，σ 为正态分布的标准差。 
3.2 趋同过程的收敛性 

由于文中需要，引入局部 Pareto 最优解集与局部 Pareto 
最优态集的概念。 

定义 5 （局部 Pareto 最优解集） 为局部 Pareto 
最 优 解 集 ， 当 且 仅 当  

XX l ⊆*

* *0, :l lx X x Xδ∃ > ∀ ∈ ∃ ∈/ 满足
* *|| | |l lx x x x δ∧ − ≤f ，其中 是相应的范数。 |||| ⋅

定义 6 （局部 Pareto 最优态集） 为局部 Pareto 
最优态集，当且仅当

XX ⊆*
δ

* * * *: ||x X x X x x x xδ δ δ δ || δ∀ ∈ ，

其中
∃ ∈ ∧ − ≤/ f满足

δ 为一给定的正数。 
从上面定义可看出，Pareto 最优解集是局部 Pareto最优

态集，局部 Pareto最优态集是局部 Pareto最优解集。 
定义 7 （ ε 局部 Pareto 最优态集）令 

}||:||{)( εε ≤′−∈′= yyRyyU m  
称集 

* * * * *( ) { : ( ) ( ( ))}N X x X x X x x f x U f xε δ δ δ δ δ ε= ∈ ∈ ∈f对于任意的 满足 有  

为 ε 局部 Pareto最优态集。 
设{ 是由趋同过程产生的决策空间群体序列， }tG

,w w w w w
* * * * *

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ : ( )}X x X x X x x x U x wδ δ δ δ δ= ∀ ∈ ∃ ∈ ∧ ∈/ f满足

为 MOP ( , )X f 的一个与散布宽度 有关的局部 Pareto最优

态集。 是其

w
*

( )( wN Xε δ ) ε 局部 Pareto最优态集。 

定义 8 如果对于 0>∀ε ， 
*

( )lim { ( ) } 1t ws
P G N X t sε δ φ

→+∞
∩ ≠ ≥对于所有的 =

tG

  

则称趋同过程产生序列 { 强收敛于局部 Pareto 最优态集

。 

}
*

)(wX δ

引理 1 ε 局部Pareto最优态集 是有界闭集*
( )( wN Xε δ ) [5]。 

由趋同过程的描述可得： 
引理 2 ，tt Gx ∈∀ 1 1 1t t t tx G x+ + +∃ ∈ f满 足 x

tG

tG

对于所

有 均成立。 0≥t
定理 1 将给出序列 { 强收敛到局部 Pareto 最优态集

的充分条件。此定理类似于文献[ 9]中的结果。 

}
*

)(wX δ

定理 1 对于趋同过程产生序列 { ，如果存在序列}

}{ tβ 满足： 
(1) 0 1≤≤ tβ ； 
(2) 对 于

任意
twtwt XNGXNGP βφφ δεδε ≥=∩≠∩+ })(/)({ *

)(
*

)(1

t 均成立； 

(3) ； +∞<−∑ ∏
∞

= =0 0
)1(

t

t

s
sβ

则{ 强收敛于局部 Pareto最优态集 。 }tG

tG

*
)(wX δ

下面讨论序列{ 是否满足定理 1中的条件。 }
引理 3 设 满足U ，则有

，其中 为某一正数，

Xx∈ φδε ≠∩ )(),( *
)(wXNwx

0)}({ *
)( >≥∈+ cXNZxP wδε )1,0(∈c Z

为 3.1节所提及的随机变量。 
证明：由于U ，故 φδε ≠∩ )(),( *

)(wXNwx

=∈+ )}({ *
)(wXNZxP δε ∫

∩

−

)(),(

2
*

)(

2

2

)
2
1(1

wXNwxU

z
n dze

δε

σ
σπβ

 

记 ，有 。 )()}({ 1
*

)( xPXNZxP w =∈+ δε 1)(0 1 << xP

令 ，据引理 1

知

})(),(:{ *
)( φδε ≠∩∈= wXNwxUXxA

A为有界闭集。 
由于 为有界闭集)(1 xP A上的连续函数，故存在 Ax ∈0

使得 

Ax
xPxP

∈
= )}(min{)( 101

 

且 
1)(0 01 << xP  

令 ，则有 。 )( 01 xPc = 0)}({ *
)( >≥∈+ cXNZxP wδε

对于 ，设 表示从XA ⊆ )}{)( AZxP t ∈+ x出发经过
步到达集合

t
A的概率。 

引理 4 可以找到正常数 r ，使得对于 Xx∈ 满足

，有

成立。 

φδε =∩ )(),( *
)(wXNwxU 0)}({ *

)(
)( >∈+ w

r XNZxP δε

证明：由已知条件U x *
( )( , ) ( )ww N Xε δ φ∩ = 及引理 2

可得： 。即从0)},({)2( >∉+ wxUZxP x出发经过 2 次迭
代就有可能跳出以 x为中心的局部散布区域U 。 ),( wx

X 为有界闭集，令 },||:max{|| 2121 Xxxxxl ∈−= ；

)},(,||:max{|| 2121 wxUxxxxl ∈−=′ 。则经过 1]2[ +
′

=
l
lr 次趋

同迭代，对于 Xx ∈ 满足 U ，有

成立。故结论成立。   

φδε =∩ )(),( *
)(wXNwx

0)}({ *
)(

)( >∈+ w
r XNZxP δε

此时据引理 3与引理 4可以得到： 
定理 2 对于趋同过程产生序列{ ，如果 的尺寸无

限大，则序列{ 强收敛于局部 Pareto 最优态集 。 

}tG

tG
tG

} *
( )wX δ

4 数值实验 
在实验中，Pareto-MEC使用了 4 个不同类型的问题P1，

P2，P3，P4进行测试。这 4个测试函数对应于文献[3]中的t1，
t2，t3和t6并且实验的条件与文献[3]中的相同。 

算法的相关参数如下：群体尺寸 ：100，子群体个数 ：
5，外部集尺寸：80。与本实验进行比较的算法 SPEA，NSGA，
VEGA和 Rand的数据是在迭代了 250次后得到的。 

S N

图 1~图 4展示了 SPEA、NSGA、VEGA、Rand以及 Pareto- 
MEC 这些方法所获得的 nondominated 的集合。各图中的实
线表示 Pareto最优前沿。这些图是数据在目标空间上的一种
直观图。 
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图 1 测试函数P1
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图 2 测试函数P2
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图 3 测试函数P3
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图 4 测试函数P4

实验结果表明：Pareto-MEC所得到的性能在使用的测试
函数P1，P2，P3和P4上都明显好于NSGA，VEGA和Rand。与
当前性能较好且测试范围较广的SPEA相比，它在P1，P2和P3

上与SPEA难分高下；在P4上，Pareto-MEC的各项性能（接近
前沿的程度，扩展性和均匀性）都超越了SPEA。 

5 结论 
本文提出了一种新的多目标进化算法——Pareto-MEC。 

 

主要原理是将基本 MEC 和 Pareto 思想结合起来处理多目标
问题。由于 MEC 是一种全局和局部搜索相结合的高效搜索
算法，使得 Pareto-MEC在处理多目标问题上能够较快地寻找
到前沿而且获得的这个前沿具有很好的扩展性和均匀性。数
值试验验证了 Pareto-MEC算法的有效性，并从理论上讨论了
在一定条件下趋同过程产生序列的收敛性。 

f2
 

在 Pareto-MEC中的异化操作没有完全实现基本 MEC中
异化操作所起的作用；另外，单纯的 Pareto-MEC算法不能解
决目标数目很多的优化问题，会因为维数过高而得不到满意
解。因此，完全实现基本 MEC 的基本思想，对算法进行改
进值得我们进一步研究。 
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(上接第 189页) 

如果把域值增大，“有用数据”的比率会进一步减小，
同时绘制速度会进一步加快，但会影响绘制质量，实际中可
以根据体数据的特性进行域值的设定。本文中域值为 0 时对
应于实际图像的完全无贡献部分，所以不会影响绘制质量，
图 9(a)~图 9(c)分别为体数据稀疏矩阵优化前、二元矩阵策略
优化以及行压缩策略优化的对基准体数据的绘制图像，从 3
幅图比较，根据本文所提出的方法进行体数据的优化对图像
质量的影响很小。 
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