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引　言

含固液相变颗粒的乳胶液流体是一种混合物质

的复杂流体，这种流体在化工、空调等工业领域有

较好的应用潜力，近年来对它的研究比较活

跃［１～３］．人们把在一定温度范围内的潜热变化归结

为表观比热容或有效比热容．在相变温度范围内，

由于热物性的剧烈变化，对流换热的机理研究也就

显得十分必要．而ＲａｙｌｅｉｇｈＢｎａｒｄ对流问题是一

个经典的复杂物理现象，它是指上下分别有固体冷

却和加热面的自然对流问题．在重力场内，对水平

放置的流体层，这种传热方式没有自然对流存在的

充分条件，只有超过一定的临界状态时自然对流才

　　犚犲犮犲犻狏犲犱犱犪狋犲：２００３－０８－２２．

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犪狌狋犺狅狉：Ｄｒ．ＤＡＩＣｈｕａｎｓｈａｎ．犈－犿犪犻犾：ｃｓｄａｉ＠

ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ

　

会发生．由于这一问题也涉及到许多自然现象及工

业技术问题，比如大气层
!

海洋
!

浅层地幔内的热

对流现象，太阳能利用
!

铸造
!

低温核供热
!

液晶

制作等工艺过程，一个多世纪以来对其研究从未间

断［４］．尽管目前对ＲａｙｌｅｉｇｈＢｎａｒｄ热对流稳定性

问题研究的文献较多，但在热物性的变化对热对流

稳定性影响的研究中大部分针对的是黏度随温度的



变化，而对其他热物性随温度变化对稳定性影响的

研究较少．因为在小温差下其他热物性随温度线性

变化的假设是适宜的，前人也进行了研究．但热物

性随温度线性变化的假设对含固液相变颗粒流体不

合适，将对结果带来很大误差．本文对表观比热容

是温度的强非线性函数流体的热对流稳定性问题进

行研究．在本文中，提出了含固液相变颗粒流体比

热容随温度变化的近似函数即正弦函数，并对正弦

函数的波幅和相角对临界参数的影响进行了理论分

析．在判断流体稳定性问题中，目前通常采用的数

学方法有线性和弱非线性两种方法．后者所涉及的

数学问题比较复杂，因此经常采用线性分析方法．

本文对其他热物性为常数、比热容或表观比热

容随温度变化的流体进行线性稳定性分析．虽然对

变物性流体的热对流启动问题已有许多学者进行了

研究［４～８］，但针对比热容随温度变化有较大波动的

流体的热对流启动问题还未见文献报道．Ｓｔｅｎｇｅｌ
［８］

等对黏度是温度的强函数即指数函数的流体和

ＰａｌｍＪｅｎｓｓｅｎ流体的热对流启动问题进行了较系统

的理论分析．本文在Ｓｔｅｎｇｅｌ的基础上对比热容是

温度的强函数流体进行了数值分析研究．在通常条

件下这种流体很少存在，但最近十几年来，随着功

能性热流体的开发，含相变物质的乳胶液的表观比

热容随温度的变化比较大．本文采用两种数值方法

进行计算程序的考证，同时与Ｓｔｅｎｇｅｌ等对黏度变

化较大流体的结果进行了对比，计算结果一致．本

文对这两种数学方法和一些计算结果进行简单

描述．

１　数学模型的建立

考虑两个等温条件下的无限大水平平板间充满

流体，下面加热温度为犜ｈ，上面冷却温度为犜ｃ．

在采用Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ流体假设的基础上，流体层内

ＮＳ方程的线性波动量可以表示成如下矢量方程

形式［８］

犞
狋
＋（犞·

Δ

）犞＝－

Δ

狆′

ρ０
－犵βθ＋υ

Δ

２犞 （１）

（犙θ）

狋
＋犞·

Δ

（ 槇犙犜）＝犪

Δ

２θ （２）

ｄｉｖ犞＝０ （３）

其中

犙＝犮狆／犮狆０

对以上３个方程式进行标准量纲１化后，对式 （１）

进行两次求叉积，式 （２）直接微分，舍去狓、狔

方向量，并采用Ｒａｙｌｅｉｇｈ假设

θ＝Θｅ
－犻（犽狓狓＋犽狔狔

），狑＝犠ｅ－犻
（犽狓狓＋犽狔狔

）

可得到如下两个关于Θ和犠 的常微分方程

犚犪犽２Θ＝（犇２－犽２）２犠 （４）

（犇２－犽２）Θ＋［犙－犇犙（１－犣）］犠＝０ （５）

犮狆，０为参考比热容，本文取自流体层冷却板温

度下的比热容．犙假设为温度的正弦函数，即

犙＝１＋犫ｓｉｎ（ψ犜）

式中　犫为常数，犫值的大小反映流体内相变物质

的潜热与在此温度范围内显热的比值，犫值越大意

味着相变物质的浓度越大或相变过程中的焓值变化

越大．在初始导热状态下，温度是高度的线性函

数，犜＝１－犣，因此犙也是高度犣的函数．ψ为相

角，在ψ＝π／２时表示加热表面处有最大的比热容，

而当ψ＝π时加热表面和冷却表面有着相同的比热

容，流体层中心处有最大比热容．犽为水平波频数

犽２＝犽２狓＋犽
２
狔

犚犪为Ｒａｙｌｅｉｇｈ数，定义式为

犚犪＝β
犵（犜ｈ－犜ｃ）犺３

υα

有关以上两式的具体推导可参见文献 ［４］．

２　数值求解方法

在有上、下两固体边界的条件下，波动量的边

界值为Θ＝犠＝Ｄ犠＝０，即温度和速度的任何波动

在固体边界处都将消失，而且速度波动的微分量也

为零．对此类边值问题方程的求解常采用数值方

法，如数值微分加打靶子方法、数值积分方法等．

２１　数值积分解

本文的数值积分解法是采用标准的Ｓｉｍｐｓｏｎ

三分之一积分法则，输入一个犚犪的猜测值．采用

Ｓｉｍｐｓｏｎ积分法则对低阶微分变量进行积分，由边

界条件确定积分的初始值，得到一组关于最高阶变

量的系数矩阵．如果所输入的犚犪是方程的解，系

数矩阵应为零，即矩阵为齐次．然后，采用求代数

方程组全解的ＱＲ方法得到矩阵的最小正数特征

值．通过所得到的特征值求所对应的特征向量，得

到干扰量Θ和犠．

２２　数值微分解

采用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ或其他微分方法求向前微

分，得到另一个边界值．如果另一个边界值不满足

条件，返回并采用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法重新赋初

始值．满足条件后，计算Θ和犠．

积分解法比较直观，从计算过程来看，数值微
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分解法比积分解法计算速度快，也精确得多．采用

微分解法，网格数犖为８０时对上、下有自由边界

的流体层计算的结果是：临界Ｒａｙｌｅｉｇｈ数犚犪ｃｒ＝

６５７．５１１４０４，临界水平波频数犽ｃｒ＝２．２２１４４１７６．

与精确解犚犪ｃｒ＝２７π
４／４、犽ｃｒ＝π／槡２相比，相对误

差皆在１０－６之内．对上、下为固定边界的计算结

果：犚犪ｃｒ＝１７０７．７６２１，犽ｃｒ＝３．１１６３３．这一结果比

以往报道的解精确［５，９，１０］．在图１中，上、下水平

虚线对应的是网格数犖为８０时的微分解法得到的

犽ｃｒ和犚犪ｃｒ （认为是精确解），空心圆是积分解法得

到的犽ｃｒ，实正方形是积分解法得到的犚犪ｃｒ．可以

看出，随着网格数犖 的增加，积分解法的犚犪ｃｒ接

近于精确解，而犽ｃｒ略大于精确值．这主要是由于

积分解法在边界条件的处理上带来的误差所致．

Ｆｉｇ．１　ＧｒｉｄｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｔｅｓｔｆｏｒＲａｙｌｅｉｇｈＢｎａｒｄ

ｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇｓｔａｎｄａｒｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ
　

３　计算结果及比较

本文主要是改变常数犫，在相角ψ＝π／２及ψ＝

π的两种情况下，对上、下为固体边界的 Ｒａｙ

ｌｅｉｇｈＢｎａｒｄ热对流启动问题进行了计算．如图２

所示，冷却表面温度始终为犜＝０，所以犙＝１．而

加热表面温度为犜＝１，在ψ＝π／２时犙＝１＋犫，在

ψ＝π时犙＝１．

Ｆｉｇ．２　Ｇｉｖｅｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ

ｓｐｅｃｉｆｉｃｈｅａｔｃａｐａｃｉｔｙｗｉｔｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
　

图３、图４分别给出了在ψ＝π／２，π两种情况

下犚犪ｃｒ和犽随波幅常数犫的变化规律．由图３可以

看出，这两种情况下的犚犪ｃｒ都随犫的增加而指数关

系减小．亦即，比热容随温度的增加使犚犪ｃｒ降低，

在较低的犚犪下热对流即可启动．同时，在ψ＝π／２

时，犚犪ｃｒ比在ψ＝π时的犚犪ｃｒ还要小．这一结论意

味着，冷却表面温度不变，而加热表面温度从低相

角向高相角方向升高时，自然对流更容易在中途

π／２相角处而不是π相角处产生热对流．相对应的

犽值在两种情况下却不同，ψ＝π／２时犽基本上保

持不变，而ψ＝π时犽呈指数函数形式增加．

Ｆｉｇ．３　ＣｒｉｔｉｃａｌＲａｙｌｅｉｇｈｎｕｍｂｅｒ狏犲狉狊狌狊犫

ｆｏｒｓｌｕｒｒｙｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅｓｐｅｃｉｆｉｃｈｅａｔ
　

Ｆｉｇ．４　Ｃｒｉｔｉｃａｌｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ狏犲狉狊狌狊犫

ｆｏｒｓｌｕｒｒｙｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅｓｐｅｃｉｆｉｃｈｅａｔ
　

　 　 （ａ）ｖｅｒｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ　 （ｂ）ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｒｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓｆｏｒψ＝π

为了更详细地了解在热对流启动时流体层内的

温度和速度的分布情况，本文给出了这两种临界状

态情况下的速度和温度向量，如图５和图６所示．

在相角为ψ＝π／２时，波幅犫的变化对临界状态时

的温度和速度分布影响不大．随着犫的增加，最大

温度扰动量略向加热表面方向下移．这也恰好说明
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水平波频数基本保持不变的结果．而在ψ＝π的情

况下，速度的最大干扰量略向上移动，而最大温度

干扰量也较大幅度地向上移动，加热表面附近的温

度干扰量随犫的增加而减小．说明尽管在流体层的

平均温度时比热容犙最大 （相变过程吸收或释放的

潜热最多），但这一过程是在接近加热表面处发生，

使得接近加热表面的温度干扰量接近于零．

　 　 （ａ）ｖｅｒｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ　 （ｂ）ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ

Ｆｉｇ．６　Ｖｅｒｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓｆｏｒψ＝π／２
　

４　结　论

对比热容随温度正弦关系变化的流体的Ｒａｙ

ｌｅｉｇｈＢｎａｒｄ对流热启动问题进行了线性稳定性分

析．分别采用了数值积分和数值微分两种计算方法

进行计算，所得结果一致．结果表明：比热容随温

度正弦关系变化的流体，临界Ｒａｙｌｅｉｇｈ数随正弦

波幅的增加而单调减小．这一结论说明，含潜热相

变物质的流体，如含相变颗粒的乳胶液流体，其临

界Ｒａｙｌｅｉｇｈ数随着相变物质浓度的增加而减小．

在流体层内平均温度对应于比热容最大值的条

件下，发生相变过程的位置接近于加热表面，而不

是冷却表面．而加热表面温度对应比热容最大值

时，流体波频数、温度和速度干扰量的分布基本上

保持不变．

符　号　说　明

　犫———量纲１正弦比热函数的波幅

犮狆———等压比热容，Ｊ·ｋｇ
－１·Ｋ－１

Ｄ———垂直向微分算子

犇———流体层厚度，ｍ

犵———重力加速度，ｍ·ｓ－２

犽———水平波频数

犽狓，犽狔———分别为狓向和狔向水平波频数

狆———量纲１压力

犙———量纲１比热容 （犙＝犮狆／犮狆０）

犚犪———Ｒａｙｌｅｉｇｈ数

犜———温度，Ｋ

槇犜———量纲１垂直向温度 （槇犜＝１－犣）

狋———时间，ｓ

犞———速度矢量，ｍ·ｓ－１

犠———垂直向最大速度干扰量

狑———垂直向速度干扰量

犣———量纲１垂直坐标 （向上为正）

α———热扩散系数、对流传热系数

β———体积热膨胀系数

Θ———最大温度干扰量

θ———温度干扰量

ν———运动黏度，ｍ２·ｓ－１

ρ———密度，ｋｇ·ｍ
－３

ψ———相角

下角标

ｃ———冷壁面

ｃｒ———临界

ｈ———热壁面

０———参考点
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