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摘要：对求解结构固有频率的传递矩阵进行扩阶，推导了链式机械系统振动分析的扩阶传递矩阵算式+
利用扩阶的传递矩阵和系统的边界条件建立了求解系统固有频率的高次代数方程，并应用数值方法求

解+ 建立了随机性结构参数的链式机械系统动力特性分析模型，利用 -./01 2345. 数值模拟方法获得系

统的特征值随机变量的数字特征+ 两个算例验证了这种模型的合理性和求解方法的正确性，计算出随机

参数机械系统固有频率的均值和方差，分析了结构参数的随机性对系统动力特性的影响+
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对于链式结构的机械系统，迄今为止的大多数动力分析建模均属于确定性模型，即将结构的全部参数均

视为确定性量+ 此类模型无法反映出结构中的随机因素对系统动力特性的影响+ 在许多情况下，必须考虑结

构本身的随机性，这是因为在设计和生产阶段存在着很多不确定性因素，导致结构材料的物理参数和构件的

几何尺寸等具有了随机性+
目前，关于随机参数结构动力特性分析的问题已有一些研究成果+ 文［%］以桁架结构为对象，研究了结

构的物理参数和几何尺寸分别或同时为随机变量时结构动力特性的概率分析与求解的方法+ 文［!］考虑结

构材料和几何参数具有随机性时，对线弹性构件进行了分析+ 文［7］对随机条件下的塑性结构分析进行了研

究+ 文［#］提出了一种随机结构特征值的概率分析方法+ 文［*］对桁架结构参数具有随机性时进行了有限元

建模和静力可靠性分析+ 文［;］对桁架结构和智能桁架结构的材料质量密度、弹性模量同时具有随机性时的
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动力特性进行了分析! 然而，关于随机参数链式结构动力特性问题的研究迄今尚未有文献报道!
笔者以随机参数链式机械系统为对象，利用扩阶的传递矩阵方法和 "#$%& ’()*# 数值模拟方法，研究系

统的转动惯量和刚量模量为随机变量时，系统结构动力特性的概率分析与求解的方法!

图 +, 单链式轴盘扭转振动系统

!" 链式机械系统的动力特性分析

工程中许多传动机械装置可简化为单链式轴盘扭转系统! 对于此类轴盘扭转振动系统，其两端的边界条

件一般只有自由和固定两种情况，见图 +，图中的 !" 和 #" 分别表示盘的转动惯量和轴的刚量模量$ 对此系统

动力分析最有效的计算方法是传递矩阵法$ 现将系统中的第 "个轴段及第 "个盘从系统中隔离出来（见图-），

图 -, 第 " 段单元示意图

设轴系以圆频率 ! 作简谐扭转自由振动，可得盘和轴段的点

传递矩阵和场传递矩阵分别为［.］
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则第 " 个盘右边的状态矢量与第 " ( + 个盘右边的状态矢量之间的关系为
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将式（1）和（2）两边对 ! 求偏导可得
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利用关系式（1）4（.），可将通常的两阶传递矩阵扩充为四阶传递矩阵后表示为
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! ! 当轴盘扭转系统有 ! 个圆盘时，记系统中各轴段的刚量模量为 "#（ # $ " % ! & "）；各转盘的转动惯量为

’#（ # $ " % !）( 利用上述扩阶的传递矩阵法计算整个轴系扭振频率的过程是：先假设一系列的圆频率 ! 的

值，根据最左边的边界条件，由传递矩阵逐级算到最右端的状态向量值( 对于某一假定的圆频率!值，若算出

最右端状态向量的元素值恰好满足边界条件，则此值就是系统的某阶固有圆频率的值( 当轴盘扭转系统的左

端为自由端，可假设系统最左端的初始状态矢量为[ ]" # # # $；当系统的左端为固定端，可假设系统最左

端的初始状态矢量为[ ]# " # # $ ( 根据式（%）可得整个系统两端之间的传递关系为
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式（)）即为关于 ! 的高次代数方程，其中传递矩阵中的各元素 ,#. 均为结构参数 "#，’# 和固有频率 ! 的代数表达

式* 文中对此方程的求解利用了 +,-./0 迭代方法* 若轴盘扭转系统的右端为自由端，则系统最右端的边界条件

为 )+ $#；右端为固定端，则系统最右端的边界条件为 "+ $#( 在迭代过程中首先给出初始圆频率值 !#，对自由

端边界，利用迭代公式 ! $ !# / ,&" * ,(" 算出 !；对固定端边界，利用迭代公式 ! $ !# / ,"" * ,’" 算出 !( 当

! / !# 不满足给定的误差时，令!# $! 重新计算，直到 ! / !# 满足给定的误差为止，此时所得到的 ! 值就

是系统的某一阶固有圆频率* 因此，可根据上述方法给定不同的初始值算出系统的各阶固有频率*

!" 基于概率的链式结构系统动力特性分析

由于链式结构系统在生产和装配过程中不可避免地受到多种随机因素的影响，导致材料物理参数和结

构的几何尺寸的取值呈现出一定的分散性即随机性，而结构物理参数和几何尺寸的随机性又必将导致圆盘

的转动惯量 ’#（ # $ " % !）和轴的刚量模量 "#（ # $ " % ! &"）的随机性* 从而使式（)）传递矩阵中的各元素

成为随机变量，即式（)）成为随机传递矩阵，相应地所求得的系统的各阶固有频率亦成为随机变量*
笔者将 1/0., 2345/ 模拟法与上述求解系统的各阶固有频率的数值方法相结合，即对每一随机变量按其

分布概型进行随机抽样，获得式（)）中随机传递矩阵中诸值的抽样值，与此对应的传递矩阵成为确定性的传

递矩阵，再利用数值方法解出系统的各阶固有频率* 如此处理，经 0 次抽样后便可利用点估计获得系统的各

阶固有频率的统计均值和方差*
利用 1/0., 2345/ 法求随机变量的函数 1 $ 2（!）$ 2（3"，3&，⋯，3!）矩的具体过程［%］如下：

! 若 3#（ # $ "，&，⋯!）相互独立，则（3"，3&，⋯，3!）的联合分布函数为

43"3&⋯3!
（5"，5&，⋯，5!）$ "

!

#
43#

（5#）! ( （"#）

按各随机变量 3#（ # $ "，&，⋯，!）的分布概型产生 ! 维随机数 6#.（ # $ "，&，⋯，!；. $ "，&，⋯0），将随机数 6#. 代

入到变量 3# 分布函数的反函数中，可得 3# 的随机抽样值 5#.，即

5#. $ 4/"
5#
（ 6#.）! ，! # $ "，&，⋯，!；. $ "，&，⋯，0! ( （""）

! ! " 若 3#（# $ "，&，⋯，!）彼此相关，则（3"，3&，⋯，3!）的联合分布函数可以条件分布函数的乘积表示为

43"3&⋯3!
（5"，5&，⋯，5!）$ 43"（5"）·43&7 3"（5& 7 5"）⋯43!7 3"3&⋯3!/"

（5! 7 5"5&⋯5!/"）! ， （"&）

式中右边每项因子（条件分布函数）都是一维概率分布函数，可仿照独立情况的处理* 设第 . 组随机数（ 6".，
6&.，⋯，6!.）已产生，则利用各变量的条件分布函数，可逐次确定（3"，3&，⋯，3!）的第 . 组抽样值（5".，5&.，⋯，

5!.），即! 5". $ 4/"
3"
（ 6".）! ，! 5&. $ 4/"

3&7 3"
（ 6&. 7 5".）! ，⋯，! 5!. $ 4/"

3!7 3"3&⋯3!/"
（ 6!. 7 5". 5&.⋯5!/"，.）! ( （"’）

! ! 对于笔者讨论的问题，随机变量的函数 1即为系统的各阶固有圆频率!8 $ 98（"#，’#），8表示系统固有圆

频率的阶数( 计算中利用式（""）或（"’）获得（"#，’#）的抽样值代入随机变量函数!8 $ 98（"#，’#）中，可得函

数 !8 对应的 0 组抽样值 !8.（ . $ "，&，⋯，0），再由点估计公式可得随机变量 !8 的均值 #!8 和均方差 $!8 为
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!" 算" " 例

依据上述导出的计算公式和提出的求解方法，作者编制了基于概率的随机链式结构动力特性分析程序，

以下提供两个算例% 为了进行比较，计算分别采用了确定性和随机性两种模型% 在确定性模型中将所有随机

变量的方差均取为零，并以其均值作为确定性参数% 在随机性模型中，各转动惯量随机变量之间取为完全相

关，各刚量模量随机变量之间取为完全相关，而转动惯量与刚量模量之间则取为完全独立% 为了考查各随机

变量取值的分散性对计算结果的影响，对各随机性变量的均方差分别取了几组值进行了计算% 对参数的各组

取值分别进行了 # " &’ ’’’次数值模拟%
算例 ! 为某柴油机动力装置经简化成的两端自由的十三圆盘扭振系统［(］，随机变量 )*（ * " ! + !)）和

,*（ * " # + !)）均服从正态分布，它们的均值分别为：圆盘的转动惯量为 !)! " )&( &# *+·,#，!)# " !)) "
⋯ " !)- " !.( -# *+·,#， !!’ " /( )& *+·,#， !!! " )!#( .( *+·,#， !!# " !’( (( *+·,#， !!) "
!&(( ’& *+·,#；轴 段 的 刚 量 模 量 为 !,# " !’- & (( $/ 01，!,# " !,) " ⋯ " !,-

" !’- & -( !/ 01，!,!’
"

!’- & /( .. 01，!,!! " !’- & (( ’$ 01，!,!# " !’- & #&( &! 01，!,!) " !’- & -#/( &/ 01，系统结构固有频率的计算结果

列于表!，表中只列出前四阶固有频率及其均方差，表中$ " # & !为各参数的变异系数( 为与其他文献的结果

对比，表中固有频率的计算结果都化为 -.(
表 !" 算例 ! 扭振系统固有频率的计算结果

固有频率 "! 2 34 "# 2 34 ") 2 34 "$ 2 34

文［(］结果 !$% .#/ - /(% ’-# / !(!% .-- #.)% &#&
作者提出的确定性模型 !$% .#/ - /(% ’-# / !(!% .-- #.)% &#&

随机性 （ $,# " $,) " ⋯ " $,!) " ’( ’&） !"! " !$( .#/ ’ !"# " /(( ’.. & !") " !(!( ... !"$ " #.)( &’.

模型! （$)! " $)# " ⋯ " $)!) " ’( ’&） #"! " ’( &#. / #"# " #( )-# ’ #") " /( !#. & #"$ " !’( !’. #

随机性 （$,# " $,) " ⋯ " $,!) " ’( ’(&） !"! " !$( .)) ’ !"# " /(( !#’ # !") " !(!( -(’ !"$ " #.)( /$#

模型" （$)! " $)# " ⋯ " $)!) " ’( ’(&） #"! " ’( (-/ . #"# " )( /’& ( #") " -( #). # #"$ " !&( #)( #

随机性 （$,# " $,) " ⋯ " $,!) " ’( !） !"! " !$( .$& ) !"# " /(( !(& ( !") " !(#( !!# !"$ " #.)( .(/

模型# （$)! " $)# " ⋯ " $)!) " ’( !） #"! " !( ’(’ ) #"# " $( .$) ! #") " !#( $’. & #"$ " #’( $// #

" " 算例 # 为两端固定的三圆盘扭振系统［(］，随机变量 )*（ * " ! + )）和 ,*（ * " ! + $）均为正态分布，它们

的均值分别为!)! " ! *+·,#，!)# " ! *+·,#，!)) " # *+·,#；!,!
" ! / !’$ 01，!,# " ! / !’$ 01，!,)

" ! /
!’$ 01，!,$ " # / !’$ 01( 系统结构固有频率及其均方差的计算结果列于表 #%

表 #" 算例 # 扭振系统固有频率的计算结果

固有频率 "! 2 34 "# 2 34 ") 2 34

文［(］结果 !#% -#) $ #’% /#) ) #.% )’’ -
作者提出的确定性模型 !#% -#) ) #’% /## & #.% #-- /

随机性模型!（ #)! " #)# " ’( #，#)) " ’( $） !"! " !#( )#. & !"# " !-( /() $ !") " #/( --( #
（#,! " #,# " #,) " # ’’’，#,$ " $ ’’’） #"! " #( ’(( ’ #"# " )( )!$ & #") " $( &$. )
随机性模型"（#)! " #)# " ’( !，#)) " ’( #） !"! " !#( -&& $ !"# " #’( /() ( !") " #.( )(’ ’
（#,! " #,# " #,) " ! ’’’，#,$ " # ’’’） #"! " ’( -)’ & #"# " !( $.$ - #") " #( ’)( (
随机性模型#（#)! " #)) " ’( #，#)) " ’( !） !"! " !#( -(/ . !"# " #’( ($’ # !") " #.( &&. $
（#,! " #,# " #,) " ! ’’’，#,$ " # ’’’） #"! " !( ’&. ! #"# " !( .’& / #") " #( /)( $
随机性模型$（#)! " #)) " ’( !，#)) " ’( )） !"! " !#( -/- - !"# " #’( ()/ # !") " #.( ).( .
（#,!

" #,#
" #,)

" ! ’’’，#,$
" # ’’’） #"!

" !( ’!! ’ #"#
" !( (&# / #")

" #( ’-( &
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