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摘要：研究了宽频带信号频率的估计问题* 对宽频带信号进行 ,-./012 采样，其硬件复杂度相当大，欠采

样技术是解决此类问题的首选技术* 但欠采样会引起信号频率的混叠，必须解模糊* 通过增加一个延时

通道提供的信息和一定的解模糊算法来解频率模糊，硬件代价较小* 为进一步降低运算复杂度，给出了

简易算法，增强了算法的实用性*
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限于当前的硬件加工水平和后端数字信号处理压力，对宽频带信号进行 ,-./012 采样处理十分困难，而欠

采样技术为解决这一问题提供了新途径* 不同于常规的频率估计技术［’ R #］，欠采样使得信号频谱发生混叠，必

须通过一定的解模糊算法才能得到信号真实频率的估计* 利用多个延迟通道和前后向稀疏线性预测（QS@8D）

方法，文［5］提出了一种求解欠采样信号频率的无模糊估计方法，但这种方法需要的硬件量很大* 将信号适当延

迟并结合 TG@PJ 方法，文［&］也提出了一种欠采样频率解模糊方法，但要求延迟通道数大于信号数，并且需要

搜索运算，很难实时处理* 文［(］（文中称为 D?;$U@D=P3 算法）仅增加一个延迟通道并结合文［%］方法提出了欠

采样条件下估计宽频带信号频率的有效方法，硬件代价和算法复杂度比文［5，&］优，运算量主要集中在两次相

关矩阵估计和特征分解上* 笔者通过延迟通道提供的信息和欠采样后信号频率的估计来联合解模糊，分析和数

值仿真结果验证了该方法的有效性* 为降低运算量，还提供了简易算法，该算法不需要估计信号相关矩阵，并且

仅需要一次低维数矩阵特征分解就可实现频率估计，大大增强了方法的实用性*

78 信号模型

设传感器感应的 8 个复指数信号被功分成两路，一路直接被模数转换器（4VJ）以速率 91 采样，91 小于

信号 ,-./012 采样速率，为时间欠采样* 另外一路延迟 ! 后被同步采样，! 小于信号 ,-./012 采样间隔* 分别以

｛9’，9!，⋯，98｝表示各信号频率，以 :（’），*（’）表示对无延迟、有延迟信号的第 ’ 次快拍，有
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其中 &%（"）表示对第 %（!" %" $）个信号的第 " 次快拍（这里不考虑欠采样后各信号相干的情况），)%，*% 分

别表示其复幅度和数字频率；"#$（ ( %&! ,%!）表示第 %（! " %"$）个信号的延迟相位差；(!（"），(+（"）为

相应输出的零均值加性高斯白噪声)
将有延迟、无延迟信号的连续 .（. / $）次快拍排成两列矢量为

!（"）#［!（"），!（" ’ !），⋯，!（" ’ . - !）］* # "（ *）#（"）’ $!（"）’ ，

%（"）#［+（"），+（" ’ !），⋯，+（" ’ . - !）］* # "（ *）! #（"）’ $+（"）’ ， （&）

其中 "（ *）#［&（ *!），⋯，&（ *$）］’ ，’ ’ &（ *%）#［!，"#$（ %&! *%），⋯，"#$（ %&!（. - !）*%）］* ’ ，

! # +,-.（"#$（ ( %&! ,!!），⋯，"#$（ ( %&! ,$!））’ ，’ ’ #（"）#［ &!（"），⋯，&$（"）］* ’ 0
而 $!（"），$+（"）分别表示相应输出的白噪声向量并称 &（ *%）为时间导向矢量) 这里是由 /01 对无延迟、有

延迟通道的采样来获得各个信号频率的无模糊且低方差估计)

!" 文中算法

合并无延迟、有延迟采样输出有
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’ ’ 欠采样时间导向矢量和各信号延迟相位差都包含在 ( 中) 基于式（2）和 34567* 方法可实现时间导向矢量

和各延迟相位差的估计) 首先计算 ’（"）的相关矩阵 )11 # 2［’（"）’8（"）］# ( )&& (
8 ’ "& *&.，其中 2［ ］表

示求数学期望，)&& 为 $ 个信号的相关矩阵，"& 为噪声功率，*&. 为 &. 阶单位阵) 对上相关矩阵特征分解，有
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其中 "& # +,-.（#!，⋯，#$）为 $ 个大特征值形成的对角阵，,&，,( 分别为 $ 个大特征值、&. -$ 个小特征值

（等于噪声功率）对应特征向量形成的矩阵，分别张成信号子空间和噪声子空间0 由文［:］知，存在一非奇异

矩阵 -，使得下式成立 ,& #
,&!
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其中 ,&!，,&& 分别为 ,& 的前、后 . 行元素组成的维数为 . 4 $ 的矩阵，并且有
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其中 ,<
&! #（,8

&! ,&!）-! ,8
&! 表示伪逆运算0 式（=）表明，对,&& ,

<
&! 特征分解，$ 个大特征值 #5

!，⋯，#5
$ 为!对角线

元素"#$（ ( %&! ,!!），⋯，"#$（ ( %&! ,$!）的估计，对应特征向量 +5
!，⋯，+5

$ 为"各列向量 &（*!），⋯，&（*$）的估

计，且由特征值与特征向量的一一对应关系实现了同一信号延迟相位差和欠采样时间导向矢量的自动配对) 由

延迟相位差和信号数字频率的估计并结合文［>］提出的信号解模糊算法，则信号频率的估计为

6,% #
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其中 7 # ,?-# 9 ,&，$ # &! ,& !，符号 @ABC+（·）表示取最接近括号内的整数，E:;! 为系统可估计的信号最大频

率) 实际上，只能用 F（< / .）次快拍数据来估计信号相关矩阵
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’ ’ 以上频率估计算法的运算量（复乘法次数）主要集中在估计相关矩阵、求伪逆和两次特征分解上，整个

算法运算量约为 =! # 9（< - . ’ !）.& ’ $.（. ’ &$）’ >（:.2）’ >（$2）0 而文［D］算法的运算量约为=& #
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!!"（!" # !）# !!!（$ % ! # "）# &（"#）#&（!#）’ 当 $，! 较大时，该算法运算量很大$ 下面给出上频率估

计方法的简易算法$
分别以（·）(：) 表示矩阵第 ( 行到第 ) 行元素构成的矩阵，则存在一矩阵 !［"%，""］ 使得下式成立

!& ""：" * ""#"：!! ’ ’ （(）

’ ’ 不考虑噪声影响，记数据矩阵 # *［#（"），#（!），⋯，#（$）］，有
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其中 $ *［$（"），$（!），⋯，$（$）］’ 对 #"：" 左乘 !&，有

!& #"：" * !& ""：" $ * ""#"：!! $ * #"#"：!! ’ ’ （"%）

考虑噪声时，式（"%）近似成立，可通过
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! （""）

估计 !% 式（""）中 · 表示 0+123/.45 范数，解式（""）有 ! * #"：" #
&
"："）%" #"：" #

&
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依照文［"!］将 !&，""#"：!! 按行｛! % "，"，! % "｝分块并结合式（(），有

!&
"：!%" ""：" * ""#"：! ’ ，’ ’ !&

!#"：!!%" ""：" * ""#"：! !’ %
由于 ""：" 为一满秩方阵，因此有 !&

!#"：!!%"（!&
"：!%"）6 ""#"：! * ""#"：! !%

上式同式（7）类似，只不过是用 !&
!#"：!!%" 代替 &,"，用 !&

"：!%" 代替 &,! ’ 对!&
!#"：!!%"（!&

"：!%"）特征分解，由 "
个大特征值实现延迟相位差的估计，由对应特征向量相邻元素的相位差估计欠采样后信号的数字频率，并且

延迟相位差和数字频率估计自动配对$
简易算法的运算量主要集中在求解 !、伪逆和特征分解上，约为

-! * "（$ # "）（!! # "）# "!（" % !）# &（!#）# !&（"#）’ ’
较上面提出的算法和 8+19:;8<=> 算法运算复杂度明显降低，降低程度视各参数的设计情况$

!" 计算机仿真

设待估计的宽带信号频率范围为 % ? @%% A&B，取延迟 ! C " /5，采样率 ., C !%% A&B$ 仿真实验中文中提

出的算法及其简易算法分别为方法 "，方法 !$
实验 "’ 在采样数 $ 确定的前提下分析参数 ! 的选取对频率估计性能的影响$ 假定两个等功率待估计

信号频率分别为!%% A&B和##% A&B，信噪比取#% DE，分析当分别 $ * 7F 和$ * !@7 时取不同的 ! 值对应第

一个信号频率的估计均方根误差’ 由图 "，图 ! 的计算机仿真结果可见，当$ * 7F 时，! 取值大于!% 时估计性

能较优，而当$ * !@7 时，! 取值大于7% 时估计性能较好’ 由算法的运算复杂度分析可知，过大的! 值将使算

法的运算复杂度激增，因此必须在算法复杂度和估计精度之间进行合理的折中$

图 "’ $ * 7F 时频率估计性能 图 !’ $ * !@7 时频率估计性能

’ ’ 实验 !’ 比较 8+19:;8<=> 算法和文中算法 "，! 的频率估计性能$ 两个等功率的待估计信号频率分别为

!%% A&B和##% A&B，采样数 $ * !@7，取 ! * F% ，;G< 从 % DE到 #% DE变化，每个 ;G< 取值做 !%% 次 A1/H39
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!"#$% 实验进行统计& 依照上述实验参数设置，方法 ’ 运算量是方法 ( 的 )*，是 +#%,-.+/01 运算量的 ((* &
图 2 给出方法 (，’ 及 +#%,-.+/01 算法对第一个信号频率估计的均值随信噪比变化曲线& 图 3 给出方法 (，’
及 +#%,-.+/01 算法对第一个信号频率估计的均方根误差随信噪比变化曲线，由图可见，在低信噪比时方法 ’
的估计性能比方法 ( 稍差，当信噪比大于) 45时，两种方法估计性能相当，接近 !/65& 同时，由仿真可见在不

同信噪比下，文中方法频率估计性能优于 +#%,-.+/01 算法&

图 27 频率估计均值随信噪比变化曲线 图 37 频率估计 /8.- 随信噪比变化曲线

!" 结" " 论

基于 -.+/01 思想，文中给出了一种欠采样情况下信号频率的估计方法和其简化算法& 该方法无需对整个

频段搜索，可直接给出待估计参数的闭式解& 为进一步降低欠采样频率估计复杂度，还给出了一简易算法& 最后

的计算机仿真表明文中所提出的算法是可行的，并且算法分辨力和估计精度很高，有望得到实际应用&
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