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基于 FRFT的均匀圆阵 DOA估计 
屈海涛，齐  林，穆晓敏，杨守义 
(郑州大学信息工程学院，郑州 450052) 

摘  要：针对广泛应用于第三代移动通信系统中的均匀圆阵，将分数阶 Fourier变换的时频特性和分数阶 Fourier域波束形成技术相结合，
给出一种多分量 LFM 信号的波达方向估计算法。与其他方法相比，该算法在一定程度上提高了精确度。仿真验证了在多径和多普勒频移
存在的复杂信道中算法的有效性。 
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【Abstract】For the UCA widely used in the third mobile communication system, characteristics of the FRFT are combined with the beamforming
technique in the fractional Fourier domain, an algorithm for the Direction Of Arrival(DOA) estimation of the multi-component LFM sources is
proposed. Compared with other methods, the accuracy is enhanced in a certain extent. Simulation verifies that the method is effective in the
multipath and doppler frequency of signals incident channels. 
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1  概述 
均匀圆阵(Uniform Circular Array, UCA)具有能实施全方

位测向、测向精度随方位角变化不明显、可进行系统校正等
线阵无法比拟的优点，是第三代移动通信基站系统中的主要
接收天线。因此，基于均匀圆阵的波达方向 (Direction Of 
Arrival, DOA)估计一直是阵列信号处理领域的研究热点。文
献[1]提出了一种均匀圆阵测向的 UCA-RB-MUSIC 方法，但
是算法仅适合处理平稳信号，而实际中大量存在的是以 LFM
为代表的非平稳信号。文献[2]将时频分析和阵列信号处理相
结合，通过对空间时频矩阵插值实现了 LFM信号的 DOA估
计，但计算量大且存在交叉项干扰等问题。借助新的时频分
析工具——分数阶 Fourier变换(Fractional Fourier Transform, 
FRFT)，文献[3]提出了一种 LFM信号 DOA估计方法，但该
算法不适用于均匀圆阵。 

基于此，本文提出了一种基于FRFT的均匀圆阵DOA估计
算法，对于多分量LFM信号， 利用FRFT的时频旋转和解线
调特性，首先将观测信号变换为一系列平稳的单频信号。然
后在分数阶Fourier(FRactional Fourier, FRF)域进行波束空间
的映射，将阵元空间的均匀圆阵转化为模式空间的虚拟均匀
线阵，从而利用传统的谱估计方法实现了LFM信号的DOA估
计。算法挖掘了信号的时、频、空信息，和其他方法相比，
避免了复杂的时频汇聚、参数配对运算，有效地提高了精确
度[4]；对于多分量信号，不存在交叉项干扰，在多径和多普
勒频移等环境中算法仍具有适用性。 

2  FRFT与阵列模型 
2.1  FRFT的定义及性质 

近年来， FRFT引起了信号处理领域的广泛关注。      
V. Namis首先从数学的角度提出了FRFT的定义，LAlmeicla[5]

分析了它和Wigner-Ville分布的关系并将其解释为时频平面

的旋转。如果信号的FFT看成将其由时间轴上逆时针旋转
/ 2π 后到频率轴上的表示，则FRFT可以看成将信号在时间轴
上逆时针旋转α 到 轴上的表示，如图 1所示。 u
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图 1  FRFT及 Wigner-Ville分布 

信号 ( )x t 的 FRFT定义为 

( ) [ ( )] ( ) ( , )dPX u F x t x t K t u tα
∞
−∞= = ∫ α                 (1) 

其中，p为 FRFT的阶； / 2pα = π ；F 为 FRFT 的算子符
号；

[ ]p i
( , )K t uα 为 FRFT的变换核：   
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  (2) 

FRFT是一维的线性变换，满足旋转相加性。信号在 FRF
域上的表示，同时融合了信号的时域和频域信息，可以看作
一种时频分析方法。文献[6]给出 FRFT的几个重要性质： 
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pF x t X u uτ τ α τ α α τ α− = − −  
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2.2 阵列模型及问题描述 
D 个相互独立的 LFM 信号分别以方位角和俯仰角

入射到阵元数为1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}D Dθ φ θ φ θ φ⋅⋅⋅ N 、半径为 的
均匀圆阵上，圆心是接收天线参考点，如图 2 所示。则观测
信号在第 i 个阵元的输出为 

r

1
( ) [ ] ( )

D

i k ik
k

ix t s t nτ
=

= − +∑ t D,  ,  1,2, ,i N= ⋅ ⋅ ⋅ 1,2, ,k = ⋅ ⋅ ⋅        

( 6 ) 

              

                          (7) 2( ) exp[ j( / 2)]k k ks t t tω µ= +

 sin cos( ) /ik k k ir cτ θ φ ε= −                        (8) 

 2 ( 1) /i i Nε = π −                                (9) 

其中， ( )ks t 为第 个 LFM信源；k kω 和 kµ 分别为其初始频率
和调频率； ikτ 为路径时延；c为光速； 是均值为零方差( )in t

2σ 的加性高斯白噪声，且与信源之间统计独立。 
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图 2  均匀圆阵模型 

由式(6)和式(7)得：在均匀圆阵上，观测信号的方向矩阵
是时变的，而传统的算法仅适合方向矩阵是非时变的平稳信
号模型。因此，不能用它来直接处理 LFM信号。 

3  均匀圆阵 DOA估计算法  
本节主要目标是把时变方向矩阵变换为非时变的模型。

FRFT是对信号在时频面的一个旋转，LFM信号只有在适当的
FRF域中呈现冲击。因此，对于式(6)中的多分量LFM信号观
测模型，当旋转角度满足 ' arccot kk

α µ= π − 时， ( )ks t 在FRF

域呈现冲击，而其他信源仍可以看作LFM信号，而白噪声的
能量则均匀分布在时频面内，不会在任何FRF域中能量聚集
[7]。时移不改变LFM信号的调频率，则 ( )ks t 在各个阵元呈现
冲击所对应的旋转角度不变[3]。因此，对式(6)作旋转角度为

'k
α 的FRFT。 

' ' ' '' ' '( ) ( ) ( ) ( )k k k k

D

i ik il i
l k

W u Y u Y u V uα α α α

≠

= + +∑ '            (10) 

其中， 是一冲击状的尖峰； 可近

似看作 LFM信号和高斯白噪声。 

' '( )k
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D
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l k
Y u V uα α

≠

+∑

在 FRF域，按尖锋位置 作遮隔处理，即让ikm ' '( )k
iW uα 通

过一个中心频率为 的窄带滤波器。适当选择带宽 2L，则

可以滤掉 的绝大部分能量。这一过程相当于一个开环

的自适应时变滤波器，其中心频率随峰值位置线性变化。 

ikm
' '( )k

ilY uα

然后对滤波后的 进行FFT变换( 的FRFT)，
根据旋转可加性

' '( )k
iW uα 1p =

[5]，以上两步等价于对式(6)作旋转角度为
3 / 2 arccotk kα µ= π − 的FRFT， 即 

tank kµ α=                                   (11) 

由式(3)~式(6)得关于旋转角度 kα 的 FRFT为 

( ) exp( j cos )k
k kS u B uα

kω α= −                     (12) 

其中， 

21 tan exp[ j( sin cos / 2)]
1 tan

k
k k k

k k

jB α ω α α
µ α

+
= −

+
       (13) 

由式(12)、式(13)得， ( )ks t 已经变成了 FRF 域平稳的单

频信号 。 ( )k
kS uα

类似地， ( )ks t 的延时信号 (ks t )τ− 关于旋转角度为 kα 的
FRFT，在实际应用中忽略 τ ，即 

2[ ( )] exp( j cos ) ( )k k
k k kF s t S uα ατ τω α− = k            (14) 

由式(12)和式(14)得，对式(6)描述的观测信号作旋转角度
为 kα 的 FRFT。 

( ) ( ) ( )k k k
ik ik ikX u S u N uα α α= +                       (15) 
式(15)的矩阵形式为 

( ) ( ) ( )k k k k
ku S u Nα α α α= +X A u                     (16) 

T
1[ , , , , ]k
k ik Nka a aα = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅A                       (17) 
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θ φ ε α λ

= =

π −
         (18) 

由式(17)和式(18)得：在适当的 FRF域，方向矩阵 kαA 仅
和角度信息 φ , θ 有关，即观测信号被变换为非时变的平稳
信号模型。因此，可利用模式激励法来估计 LFM信号的DOA。 

定义 FRF域空间波束形成器 H
rF 为 

H H
r Ce= HF Q R                                (19) 

{ }1 0 1diag j , , j , j , j , , jMCe − − − −= ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ M                 (20) 
H ( , , , , )M o MN Q Q Q−= ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅⋅R H                     (21) 

选择中心希尔伯特矩阵 

0'

1 [ ( ), , ( ), , ( )]Mv v v
M

β β β−= ⋅⋅⋅ ⋅⋅ ⋅Q M

M

              (22) 

j j j0 j j( ) [e , ,e ,e ,e , ,e ]Mv ψ ψ ψψ − −= ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ψ               (23) 
'2 /t Mβ = π ,  [ ,t M M ]∈ −                        (24) 

其中，最大模式数 ,M kr≈ ' 2 1M M= + 。波数 2 / ,k λ= π λ 为
LFM 信号的初始频率对应的中心波长。 H

rF 将阵元空间中的
均匀圆阵转化为模式空间的均匀线阵，可采用基于特征值分
解的搜索方法来估计 DOA。 

总结上文的主要步骤如下： 
(1)对观测信号连续进行 FRFT，在 ( , )mα 平面进行二维

的搜索，得第 k 个信号的峰值旋转角度 'kα 及对应的峰值位 

置 。 ikm

(2)选取以 为对称中心的 个点并计算其 FFT(ikm 2L 1p =

的 FRFT)，变换得到第 k个平稳的单频信号 ( )k
ikX uα 。 

(3)让 ( )k
ikX uα 通过波束转换器 H

rF ，即 
H

H H

( ) ( )

( ) ( )

k k

k k k

ik r ik

r k r

Y u X u

A S u N u

α α

α α α

= =

+

F

F F
                 (25) 

并计算其协方差矩阵 。 H[ ( ) ( ) ]k k
Y ik ikE Y u Yα α=R u
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(4)令 ( )YR Re R= ，对 R进行特征值分解得到信号子空间
和噪声子空间 。 S G

(5) 构 造 T T

1( , )
( , ) ( , )k k

ik k k ik k k

P
G a

θ φ
θ φ θ

=
a G φ

， 其 中 ，

( , )ik k ka θ φ = H ( , )r k ka θ φF ，进行二维谱峰搜索得到 kθ 和 kφ 。 
(6)对于多分量 LFM 信号，重复以上的过程，得到各个

信号的 DOA估计。 

4  仿真结果 
4.1  算法精度对比分析 

2D = 个远场 LFM 信号源分别以  

入射到 的均匀圆阵上。信源模型为：
, ; , 。

抽样率 ，快拍数为 1 024，遮隔处理滤波器长度
。图 3 给出了在信噪比为 0 dB 时，信号 1 的二维

DOA估计。 
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图 3  信号 1的二维 DOA估计 

取输入信噪比变化范围为 0 dB~20 dB，间隔 5 dB，先以
大步长进行搜索得到粗略 DOA估计值，然后以 0.001 rad的
步长进行高分辨率搜索。分别运行 300次 Monter-Carlo试验，
本文算法和文献 [4]算法俯仰角的均方根误差 (root mean 
square error, RMSE)对比曲线如图 4所示。本文算法的精度相
对于文献[4]算法有一定程度的改进。 
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图 4  RMSE曲线对比 

4.2  复杂信道中算法性能 
移动通信系统中，将本文算法应用于多径效应多普勒频

移同时存在的复杂信道环境中。相同的仿真条件，随即产生
两组多径信号源模型为 

2

1
( ) exp( j )exp[ j( ( ) ( ) / 2)]

E

k e e k e k e
e

s t M f t t tω δ µ δ
=

= − +∑ −  

其中， ；多普勒频移 ；多经时延
。信噪比为 0 dB时信号 1最强径时的仿真结

果如图 5所示。 
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图 5  复杂信道中的二维 DOA估计 

取输入信噪比变化范围为-21 dB~0 dB，间隔 3 dB。在每
个信噪比下分别进行 300 次 Monter-Carlo 试验，信号 1 的
RMSE 曲线如图 6 所示。可见，算法在复杂信道环境中是有
效的。 
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图 6  复杂信道中估计的 RMSE曲线 

5  结束语 
本文分析了 FRFT 的定义和性质，并将其应用于多分量

LFM 信号均匀圆阵的 DOA 估计。遮隔和解线调处理在不降
低精度的前提下，简化了计算过程。FRF 域波束形成技术在
保证均匀圆阵性能的同时，扩展了其适用范围。同时，该算
法也可以用来处理存在多径和多普勒频移情况下的 LFM 信
号方向估计。就优效性而言，算法的二维 Cramer-Rao界是进
一步研究的方向。 
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