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基于向量内积的机器人实时逆解算法

刘华山 朱世强 吴剑波 刘松国
（浙江大学流体传动及控制国家重点实验室，杭州３１００２７）

【摘要】 为提高６犚机器人逆运动学求解算法的实时性，提出了一种基于向量内积变换的实时高效逆运动学

求解算法。将复杂的矩阵方程转换为含有６个未知关节变量的１０个纯代数逆运动学方程，并在方程的简化过程

中引入符号运算预处理，避免了大量浮点运算带来累积误差。通过相关方程的优化线性组合，有效避免了５、６两

关节变量求解时产生增根的情况，大幅提高了逆解算法的效率。试验结果表明，同等求解精度要求下该逆解算法

相比于其他算法具有更强的实时性，得到精确的８组封闭解平均仅需００１４犿狊，能满足机器人的在线控制要求。
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引言

机器人逆运动学中，已知基于犘犻犲狆犲狉准则的６犚

机器人末端位姿和犇犎参数逆向求解各个关节变

量，可得到８组封闭解。机器人逆运动学求解算法

的实时性直接影响运动轨迹控制效果，在强实时在

线控制系统中尤为明显。逆运动学方程具有多种求

解方法，如反变换法、几何法、犘犻犲狆犲狉法等
［１～３］。其

中，反变换法因其求解过程直观而被广泛采纳，但其

在求解中需多次重复计算不同齐次变换矩阵的逆，

并进行４×４维矩阵相乘，使得求解过程复杂耗时。

犜狊犪犻和犕狅狉犵犪狀率先提出了在逆运动学求解过程中

引入向量运算以简化求解过程，但其需要引入新的

矩阵而导致计算冗长复杂［４］。文献［５］在文献［４］

的基础上提出了一种构造４个基本方程和４个辅助

方程的逆解算法，但其在求解６犚机器人的５、６



两



关节变量时得到含有８个增根的１６个解，且忽略了

各关节角的实际相位区间调整，验证增根和对最终

８组解的匹配严重影响了算法效率。本文在文献［４］

的基础上，以基于犘犻犲狆犲狉准则的６犚机器人为研究

对象，重新构造包含６个未知关节变量的１０个常系

数方程，经过方程组优化组合，有效避免５、６两关节

变量求解出现增根的情况，并在纯代数方程简化过

程中，引入符号运算预处理，消除计算过程中的累积

误差，提高计算效率和精度，并根据实际情况对各关

节角的相位区间进行调整。

１ 逆运动学方程

通过犇犎方法建立６犚机器人转动连杆坐标

系，相邻两杆件的坐标变换矩阵为

犻－１
犻犜＝

犮犻 －狊犻τ犻 狊犻σ犻 犪犻犮犻

狊犻 犮犻τ犻 －犮犻σ犻 犪犻狊犻

０ σ犻 τ犻 犱犻

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

＝
犚犻 狆犻［ ］
０ １

（犻＝１，２，…，６） （１）

其中 狊犻＝狊犻狀θ犻 犮犻＝犮狅狊θ犻 σ犻＝狊犻狀α犻 τ犻＝犮狅狊α犻
式中 犪犻———连杆长度 犱犻———两连杆距离

犚犻———３×３维旋转矩阵

狆犻———３×１维位置向量

由此可得到机器人逆运动学矩阵方程为
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式中 ０
６犜———６个关节变量函数，包含法向矢量狀，方

位矢量狅，接近矢量犪和位置矢量狆

２ 向量内积

对于任意的狀×狀维正交矩阵犃，任意狀维向

量狌、狏和常数λ，有如下性质

犃－１＝犃犜 狌·狏＝狏·狌 （λ狌）·狏＝λ（狌·狏）

（犃狌）·（犃狏）＝狌·狏 犃狌·狏＝狌犃－１·狏

不难证明旋转矩阵犚犻、犚
－１
犻 和犚犜犻 均为正交矩

阵，且满足以上性质。

３ 算法实现

３１ 方程重构

根据式（２）中的１２个非线性方程，通过向量内

积运算，得到含有６个关节位置变量的１０个常系数

非线性向量方程
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３２ 方程简化

以犪狓和狆·狆方程的化简过程为例，利用向量

内积性质，可得
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进一步化简得
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犜
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式（５）～（１２）可参照上述方式利用向量内积性

质进行化简。

３３ 关节变量求解

通过式（３）、（７）、（８）和式（９）可求得前３个关节

角位置变量θ１、θ２、θ３的４组解；对应于这４组解中
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的每一组，通过式（４）～（６）可求出θ４各２个解，此

时封闭解的数量已达到８组。

需要特别说明的是，计算θ５时通过式（４）～（６）

中的任意一个方程式均可实现，但是此时容易出现

增根，且增根的数目多达８个
［５］，要排除增根，并将

符合条件的解与前面计算θ１、θ２、θ３和θ４时已经得

到的８组解相匹配，将是一个非常复杂的任务，也极

大地影响了算法的效率。本算法中，经过优化组合

式（４）～（６）３个方程，可以完全避免出现增根的情

况，并同理通过式（１０）～（１２）求得θ６。

算法中反复利用向量内积性质，将所有的求逆

矩阵变换为转置矩阵，优先选择与向量相关的乘法，

方程的简化和求解过程简单高效。下面通过实例具

体阐述本算法的求解过程。

４ 实例求解

４１ 符号运算

为避免在求解各关节角的过程中产生积累误

差，并提高方程式简化效率，实例求解中引入

犕犃犘犔犈软件对方程进行符号运算预处理
［６］。在某

些离线控制场合，还可在 犕犃犘犔犈环境中通过设置

犱犻犵犻狋犻狊参数得到几乎任意可调精度的计算结果。

以自主研发的钱江一号６犚机器人为例，给定

犇犎参数如表１所示，其连杆坐标系如图１所示。

表１ ６犚机器人犇犎参数

犜犪犫．１ 犇犎狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲６犚狉狅犫狅狋

关节 θ犻 犱犻／犿犿 犪犻／犿犿 α犻／（°）

１ θ１ ２５０ １５０ －９０

２ θ２ ０ ５５０ ０

３ θ３ ０ １６０ －９０

４ θ４ ５９４ ０ ９０

５ θ５ ０ ０ ９０

６ θ６ ０ ０ ０

经过符号运算预处理，由式（１５）得

犪狓＝（犮１犮２３犮４＋狊１狊４）狊５＋犮１狊２３犮５ （１７）

其中 犮２３＝犮狅狊（θ２＋θ３）狊２３＝狊犻狀（θ２＋θ３）

式（５）～（１２）参照上述化简得

犪狔＝（狊１犮２３犮４－犮１狊４）狊５＋狊１狊２３犮５ （１８）

犪狕＝－狊２３犮４狊５＋犮２３犮５ （１９）

狆狓＝犮１（犪３犮２３＋犪２犮２＋犪１－犱４狊２３） （２０）

狆狔＝狊１（犪３犮２３＋犪２犮２＋犪１－犱４狊２３） （２１）

狆狕＝－犱４犮２３－犪３狊２３－犪２狊２＋犱１ （２２）

狀狓＝（犮１犮２３犮４犮５＋狊１狊４狊５－犮１狊２３狊５）犮６＋

（犮１犮２３狊４－狊１犮４）狊６ （２３）

狀狔＝（狊１犮２３犮４犮５－犮１狊４犮５－狊１狊２３狊５）犮６＋

（狊１犮２３狊４＋犮１犮４）狊６ （２４）

狀狕＝－（狊２３犮４犮５＋犮２３狊５）犮６－狊２３狊４狊６ （２５）

由图１和表１均可知，确定机器人姿态的第４、

５、６关节轴线交于一点，从而得到狆５和狆６均为零。

通过式（１６）可化简得

｜狆｜２－犪２１－犱
２
１－犪

２
２－犪

２
３－犱

２
４＝

２［犪２（犪３犮３－犱４狊３）＋犪１（－犱４狊２３＋犪２犮２＋犪３犮２３）－

犱１（犱４犮２３＋犪２狊２＋犪３狊２３）］ （２６）

图１ ６犚机器人连杆坐标系

犉犻犵．１ 犔犻狀犽狆狅犾犲犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狔狊狋犲犿狅犳６犚狉狅犫狅狋

４２ 求解反三角函数

在具体求解各关节角的过程中，涉及到反三角

函数的求解。为得到分布于４个象限中的全部解，

引入犪狉犮狋犪狀２（狔，狓）函数
［７］。相比于犪狉犮狋犪狀函数解

的区间［－０５π，０５π］，犪狉犮狋犪狀２（狔，狓）可将区间扩

大至［－π，π］，此时得到的反正切值需根据点（狓，狔）

所在的象限来确定。

对于一元方程犪狊犻狀θ＋犫犮狅狊θ＝犮（其中犪、犫、犮

均为常数），当犪２＋犫２＞犮２时，θ总有２个解（仅当

犪２＋犫２＝犮２时有唯一解）

θ＝犪狉犮狋犪狀２（犱，± 犪２＋犫２－犮槡 ２）－犪狉犮狋犪狀２（犫，犪）

这会加大求解各关节角时出现增根的可能性。但是

发现，如果狊犻狀θ＝犿，犮狅狊θ＝狀（其中 犿，狀均为常

数），关节变量θ的解则变为唯一

θ＝犪狉犮狋犪狀２（狀，犿） （２７）

基于此特点，在求解θ５和θ６时，通过优化与待

求关节变量相关的非线性方程式的线性组合，可得

到式（２７）所述形式，即

狊犻狀θ５＝犳５（θ１，θ２，θ３，θ４） （２８）

犮狅狊θ５＝犵５（θ１，θ２，θ３，θ４） （２９）

狊犻狀θ６＝犳６（θ１，θ２，θ３，θ４，θ５） （３０）

犮狅狊θ６＝犵６（θ１，θ２，θ３，θ４，θ５） （３１）

此时，犳５、犵５、犳６、犵６均为已求解关节变量θ１、

θ２、θ３、θ４、θ５的常值函数。然后再分别利用式（２７）求
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解，即可避免产生增根。

在求解时还应注意由于机械结构限位或操作空

间限制等原因引起的关节角相位限制。针对该情况

可先将关节角求解区间范围适当放宽至能够涵盖

４个象限，然后再在求得的８组逆解中进行区间筛

选。

４３ 求解步骤

由式（２０）、（２１）求得θ１的２个解；联立式（２０）、

（２１）和式（２６）求得θ３ 的４个解；此时，再通过

式（２０）和式（２２）可解得与θ３相对应的θ２的４个解。

在联立式（１７）～（１９）求取θ４时，应注意判断机

器人是否处于奇异形位（即狊５＝０的情况）。因为此

时６犚机器人的第４和第６关节轴重合，θ４的值可

以任意选取。当机器人处于非奇异状态（即狊５≠０）

时，可得到θ１、θ２、θ３、θ４的８组逆解组合，然后再分

别联合式（１７）～（１９）和式（２３）～（２５）求解θ５和

θ６。

４４ 优化方程组线性组合

以θ５为例，说明如何通过优化线性组合得到

式（２８）和式（２９）所示方程形式。

令 犃＝犮１犮２３犮４＋狊１狊４ 犅＝犮１狊２３

犆＝狊１犮２３犮４－犮１狊４ 犇＝狊１狊２３

犈＝－狊２３犮４ 犉＝犮２３

式中 犃、犆———已求变量θ１、θ２、θ３和θ４的常值函数

犅、犇———已求变量θ１、θ２、θ３的常值函数

犈———已求变量θ２、θ３和θ４的常值函数

犉———已求变量θ２和θ３的常值函数

线性组合式（１７）～（１９）可得

狊５＝犃犪狓＋犆犪狔＋犈犪狕＝犳５（θ１，θ２，θ３，θ４）

犮５＝犅犪狓＋犇犪狔＋犉犪狕＝犵５（θ１，θ２，θ３，θ４）

此时，利用式（２７）便可求得θ５唯一解，有效避免了

产生８个增根的情况。

同理，通过线性组合式（２３）～（２５）可求得关节

变量的唯一解。至此，就得到了钱江一号６犚机器

人的全部８组封闭解。增根的避免使得算法在进行

程序实现时减少了根的验证和匹配环节，为算法的

强实时性奠定了基础。

５ 试验和仿真

５１ 算法的实时性

给定机器人末端位姿矩阵

０
６犜＝

０１４００ ０３０５３ ０９４１９ ３０９８６６４

０４８８６ ０８０６１ －０３３３９ ５４６３７８

－０８６１２ ０５０６９ －００３６４ －４４２４９４０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

通过本文算法得到各关节角的工作区间和求解

区别限定如表２所示，８组运动学逆解如表３所示。

各组运动学逆解对应的机器人姿态仿真如图２所

示。经代入机器人正运动学方程计算验证，各组解

均正确无误。其中３、４组解位于机器人实际工作区

间内，在选取最佳逆解时应从这２组逆解中结合相

关寻优条件（如行程最短原则等）加以筛选。

表２ 各关节角变量区间

犜犪犫．２ 犚犪狀犵犲狅犳犲犪犮犺犼狅犻狀狋犪狀犵犾犲狏犪狉犻犪犫犾犲

关节变量 求解区间／（°） 工作区间／（°）

θ１ ［－９０，２７０） （－８０，２６０）

θ２ （－２７０，９０］ （－１７０，８０）

θ３ （－２７０，９０］ （－２６０，８０）

θ４ （－１８０，１８０］ （－１８０，１８０）

θ５ （－１８０，１８０］ （－１４０，１４０）

θ６ （－１８０，１８０］ （－１８０，１８０）

以钱江一号６犚机器人为控制对象，在犡犗犢平

面工况下，对如图３所示的半径为１５０犿犿的圆实

施运动轨迹控制。

先将圆弧在笛卡尔空间中等分为６００组离散的

表３ ８组逆运动学解

犜犪犫．３ ８狊狅犾狌狋犻狅狀狊狅犳犻狀狏犲狉狊犲犽犻狀犲犿犪狋犻犮狊 （°）

序号 θ１ θ２ θ３ θ４ θ５ θ６

１ １０００００１１４４ －２２６７４８４７３３９ －１７９８４９２０１６６ ４０７６７６５５５７ １３１０５５６８０８２ ２１３７１６９３９

２ １０００００１１４４ －２２６７４８４７３３９ －１７９８４９２０１６６ －１３９２３２３４４４３ －１３１０５５６８０８２ －１７７８６２８３０６１

３ １０００００１１４４ ２０００００１９９６ ３０００００１４１９ ４００００００１１８ ４９９９９９６５０６ ６０００００１８８２

４ １０００００１１４４ １０００００１９９６ ３０００００１４１９ －１３９９９９９９８８２ －４９９９９９６５０６ －１１９９９９９８１１８

５ １９０００００１１４４ －１８８６２００１６４５ －１６３６９６０９３３２ －１５０１１７９６００４ ９８７６０４７０２２ ２６６５７７１９０３

６ １９０００００１１４４ －１８８６２００１６４５ －１６３６９６０９３３２ ２９８８２０３９９６ －９８７６０４７０２２ －１５３３４２２８０９６

７ １９０００００１１４４ ７６３４１２６７２１ １３８４６９０５８６ －８５４４６７８５８６ １５０３９８６３６０１ －６３５７３９１５３０

８ １９０００００１１４４ ７６３４１２６７２１ １３８４６９０５８６ ９４５５３２１４１４ －１５０３９８６３６０１ １１６４２６１１５３０
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图２ 机器人８组解姿态

犉犻犵．２ 犚狅犫狅狋犪狋狋犻狋狌犱犲狅犳８狊狅犾狌狋犻狅狀狊

图３ 犡犗犢平面内半径为１５０犿犿的圆

犉犻犵．３ １５０犿犿狉犪犱犻狌狊犪狉犮犻狀犡犗犢狆犾犪狀犲

点，各点的坐标为

犡狀＝１５０＋１５０狊犻狀（－π／２＋狀Δθ）

犢狀＝１１００＋１５０犮狅狊（－π／２＋狀Δθ）

犣狀

烅

烄

烆 ＝４１０

（狀＝０，１，２，…，５９９）

式中 Δθ＝π／３００

以该６００组数据对应的机器人末端位姿矩阵为

逆解计算样本。采用本文提出的算法，在配置为

犘犲狀狋犻狌犿犇狌犪犾１６犌犎狕犆犘犝、２犌犅犇犇犚 内存、

犠犻狀犱狅狑狊犡犘操作系统的犘犆平台上，设定求解精度

为小数点后第８位，通过犞犆编译执行１０００次，然

后取平均值，得到一次逆解计算的时间仅为

００１４犿狊，而采用传统的反变换法和文献［５］中提到

的算法各需要００７１犿狊和００５８犿狊。

５２ 算法的有效性

对本算法逆运动学求解结果以“负载最大关节

行程最短”原则进行逆解寻优，由机器人主控制器对

得到的各关节离散点进行轨迹规划，设定工作时间

为１６狊，得到各关节变量轨迹如图４所示。运动控

制器接收到主控制器命令后对各关节轨迹进行跟踪

控制。得到实际轨迹控制效果如图５所示。试验结

果证明本算法完全能够满足６犚机器人实时在线控

制的需求。

图４ 机器人各关节角位移曲线

犉犻犵．４ 犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狅犳犲犪犮犺狉狅犫狅狋犼狅犻狀狋犪狀犵狌犾犪狉

图５ 实际轨迹控制效果图

犉犻犵．５ 犉犻犵狌狉犲狅犳犪犮狋狌犪犾狋狉犪犼犲犮狋狅狉狔

６ 结束语

利用向量内积性质，对基于犘犻犲狆犲狉准则的６犚

机器人逆运动学矩阵方程进行重构，将方程的矩阵

乘法求解转化成纯代数的反三角函数求解。通过优

化相关方程线性组合，合理避开了５、６关节求解产

生增根的情况，节省了算法的程序执行时间。在方

程式的简化中，利用犕犃犘犔犈软件进行符号运算预

处理，避免了误差累积，保证了求解精度。试验证

明，在同等求解精度下，本文提出的算法相比于其它

算法在实时性方面有了较大提高，一次逆解运算平

均仅需００１４犿狊，完全能够满足机器人的强实时在

线控制。
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