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小世界网络上随机 SIS 模型分析 
李光正 1，史定华 2 

（1. 江苏财经职业技术学院基础部，淮安 223003；2. 上海大学数学系，上海 200444） 

摘  要：考察小世界网络上疾病传播的随机 SIS 模型，使用拟平稳分布计算方法得到疾病传播稳态时患病节点数的分布。取分布的均值，
得到与平均场方法相同的传播阈值。通过模拟所得的传染曲线解释现实传染过程中存在的波动性，传播稳态结果和平均场结果拟合较好，
证实了平均场方法的合理性。 
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【Abstract】Stochastic SIS model of epidemic spreading on small-world network is studied. Using the computational method of quasi-stationary 
distribution, the distribution of the number of infective nodes at the steady state is obtained. Taking expectation of the distribution, the epidemic 
threshold is proved the same with the result of the mean-field method. Through simulating the epidemic curve of the stochastic SIS model, existing 
fluctuations in the real epidemic process is interpreted. The stationary epidemic results of stochastic SIS model fit well with the mean-field method, 
thus verifying the mean-field method is reasonable. 
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随着近年来复杂网络研究的进展，网络上的疾病传播问
题成为复杂网络研究的一个重要组成部分[1]。但到目前为止，
使用的研究方法主要是确定性方法，即用平均场理论对模型
进行解析分析，并通过计算机模拟对解析结果进行验证。尽
管疾病传播所具有的概率本性决定了随机模型比确定性模型
更符合实际，而且随机方法应用于疾病传播研究已经有比较
长的历史，但在复杂网络上的疾病传播研究中随机性方法基
本没有介入，针对复杂网络研究中这一比较奇特的现象，本
文在小世界网络[2]上考察疾病传播模型 SIS，研究随机方法应
用于复杂网络上的疾病传播行为。 

1  小世界网络上SIS模型的平均场方法分析结果 
1.1  传染过程的精确解 

SIS 模型根据节点是否处于患病状态把网络的全部节点
分成 2 类：易感者类 S 和染病者类 I，T 时刻 2 类节点的密度
分别为 ( )s t , , ，( )i t ( ) ( ) 1s t i t+ = ( )s ∞ , 分别表示当传播达到
稳定状态时 2 类节点的相对密度。易感节点如果与染病节点
有边连接，则以概率

( )i ∞

β 变成染病节点；染病节点以概率 γ 自
动康复，但没有免疫力，可以立即被再次感染，其中，

( , 0)λ β γ β γ= > 称为有效传染率。 
根据平均场方法[3]，在小世界网络上 SIS 类疾病传播演

化方程为 
d ( ) ( ) ( ) ( )

d
d ( ) ( ) ( ) ( )
d

s t k s t i t i t
t

i t i t k s t i t
t

β γ

γ β

⎧ = − 〈 〉 +⎪⎪
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                          (1) 

方程的平衡点为 或( , ) (1,0)s i = ( )1 1 1 1,1k kλ λ− − − −〈 〉 − 〈 〉 ，令

，则当1
 c kλ −= 〈 〉  cλ λ> 时，疾病爆发且稳定在地方病状态。

因此，小世界网络上 SIS 模型的传播阈值为 1
 c kλ −= 〈 〉 ，只与

k 有关，与传播参数 λ , β 及初始患病节点密度无关。传染

曲线为 1( ) 1 1( ) [ e (1 ) ]k ti t C kβ γ λ − 1− 〈 〉− − − −= + − ，其中，C 是任意常数。 
1.2  传染过程的仿真结果 

取网络规模为 N=104，重连概率 ，网络的平均度0.1p =

6k〈 〉 = ；初始患病节点密度为 (0) 0.1iα = = ；β值依次取为 0.02, 
0.03, 0.04; 0.1γ = 。在小世界网络上模拟疾病的传播曲线如
图 1 所示。其中，平滑曲线是理论曲线；波动曲线是模拟曲
线，从上到下，β值依次为 0.02, 0.03, 0.04。 

 
图 1  疾病的传播曲线 
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模拟曲线证实尽管模拟值和理论值有一定的差距，而且
阈值  cλ 的模拟值比理论值大，但能够充分说明小世界网络上
疾病传播存在阈值现象。 
1.3  重连概率 p 对传染过程的影响 

图 2 的传染曲线显示重连概率 p 不影响小世界网络上的
SIS 类疾病的传播稳态，但会极大地影响到达稳态的时间，
这说明在只考虑稳态时，可以不考虑 p 的影响。图 2 网络规
模 N=104，平均度<k>=6，传染参数 β=γ=0.1。从左至右，p
依次为 0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1, 0 的传染曲线。 

 
图 2  模拟的传染曲线重连概率 

2  小世界网络上随机 SIS 模型分析 
2.1  复杂网络上 SIS 模型研究现状和突出问题 

SIS 模型的研究方法可以分为 2 大类：平均场方法和随
机过程方法。通常先用平均场方法进行理论分析，并得到一
些基本结论，如疾病传播阈值和稳态指标。但用平均场方法
得到的稳态时患病节点密度是常数，而传染过程的概率本性
决定了稳态时患病节点密度不可能是常数，应该具有一定的
波动性，这种稳态时的波动性是平均场方法不能给出的。   
图 3 模拟了传染曲线的一个稳态现实，具有明显的波动性，
是小世界网络上 SIS 模型的一次传播现实，其中，N=104；
<k>=6；β=γ=0.1；p=0.1。 

 
图 3  小世界网络上 SIS 模型 

为克服平均场方法的不足，必须考虑传播过程中的随机
因素，下面建立随机 SIS 模型。 
2.2  复杂网络上的随机 SIS 模型 

对规模为 N 的小世界网络，由于传染概率 β 和康复概率
γ 的影响，在 时刻患病节点个数 是不确定的整数，

又由于未来的患病节点个数只与当前患病节点个数有关，与
过去患病节点个数无关，这是典型的 Markov 过程特征，因
此可以把 t 时刻患病节点个数 描述为一个连续时间有限
状态的 Markov 链。 

( 0)t ≥ ( )X t

( )X t

用 ( ) ( ( ) )ip t Pr X t i= = 表示 t 时刻有 i 个患病节点的概率，
则经过充分小时间 tΔ 后，由于传染作用， 时刻网络中
有一个易感节点患病的概率为

t + Δt
1( )i t i N i N k tλ β−Δ = − Δ > 0，同

时，有一个患病节点康复的概率为 Δi tγ 。这样，上述 Markov
链的状态转移概率为 

1( ( Δ ) 1| ( ) ) ( ) Δ ΔiPr X t t i X t i k i N i N t tβ λ−+ = + = = 〈 〉 − =  
( ( Δ ) 1| ( ) ) Δ ΔiPr X t t i X t i i t tγ μ+ = − = = =  
( ( Δ ) | ( ) ) 1 ( )Δi iPr X t t i X t i tλ μ+ = = = − +  

这里， 0 i N< < 。特别地，对 和 ，有 0i = i N=
( ( Δ ) 0 | ( ) 0) 1Pr X t t X t+ = = =

0

 
( ( Δ ) 1| ( ) ) ΔNPr X t t N X t N tμ+ = − = =  
( ( Δ ) | ( ) ) 1 ΔNPr X t t N X t N tμ+ = = = −  

为使上述等式具有概率意义，必需 ，对充
分小的 ，这些要求总能满足。由此得到 的状态转移概
率矩阵为 

  ( )Δ 1i i tλ μ+ ≤

Δt ( )X t
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    令 0 1( ) ( ( ), ( ), , ( ))Np t p t p t p t= L ，有 ( Δ ) ( )p t t p t+ = T ，即状态
转移概率 ( )ip t 满足下面的差分方程： 

1  1   1  1( Δ ) ( ) Δ ( )(1 Δ Δ ) ( ) Δi i i i i i ip t t p t t p t t t p t tλ λ μ− − + ++ = + − − + iμ  

其中，对于 {0,1, , }i N∉ L ， 0 i N< < ，并且 。对于( ) 0ip t = 0i =

和 i N= ，有 
0 0 1( Δ ) ( ) ( ) Δ1p t t p t p t tμ+ = +  

1 1( Δ ) ( ) Δ ( )(1 Δ )N N N N Np t t p t t p t tλ μ− −+ = + −  
注意到状态 0 是转移概率矩阵 T 的唯一吸收状态。根据

Markov 过程理论，有 ，所以，过程的平稳分布
为

0lim ( ) 1t p t→∞ =

( )1,0,0, ,0p = L 。这说明经过长时间演化之后，不论传染过
程的参数如何，以概率 1 网络中不再有患病节点，这与平均
场理论给出的传染阈值有本质的区别。 
2.3  随机 SIS 模型的拟平稳分布 

吸收状态状态 0导致疾病传播以概率 1必然会自动灭绝，
为避免其影响，考察过程 的拟平稳分布。对非灭绝的情
况，令

( )X t
1

0( ) ( )(1 ( ))i iq t p t p t −= − ，则 满足差分方程： ( )iq t

  1 1  1

1  1

( Δ )(1 ( ) Δ ) ( ) Δ ( )[1 Δ Δ ]
( ) Δ

i ii i

i i

q t t q t t q t t q t t t
q t t

γ λ λ μ
μ

− −

+ +

i i+ − = + − −
                   

+

其中， 1, 2, ,i N= L , 1 2( ) ( ) ( ) 1Nq t q t q t+ + + =L 。记
是上述差分方程的平稳解，由上式得 q 满足等式： 

1 2( , , , )Nq q q q= L

1 1 1 1 1 1( )i i i i i i iq q q q q iμ λ μ λ μ− − +− = − + + +  
这是关于 q 的非线性二次方程组，任意的 都可以

由 唯一表示，再由归一性条件 ，可
得 q的唯一解。但由于计算机的 CPU运行时间或内存的制约，
对于较大的 N(≥104)，很难得到上述方程的显式解或数值解。 

( 2)iq i≥

1q 1 2( ) ( ) ( ) 1Nq t q t q t+ + + =L

为克服上述计算困难，Nåsell[4]在考虑传统的随机 SIS 模
型时，假定当 ( ) 1X t = 时患病节点个数不会减少，即
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( ( ) 0 | ( ) 1) 0P X t t X t+ Δ = = = ，并去掉矩阵 T 的第 1 行和第 1 列，
重新设定  2,2 11T tλ= − Δ ，得到拟平稳分布的一个近似良好的

算法。由上述近似得到 Markov 链的概率转移矩阵： 
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 (2) 
令 1 2( , , , )Nq q q q=% % % %L 为式(2)的平稳分布，重复上面的分析，

得到拟平稳分布的近似结果： 
1 2 1

1
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其中， ； 。 2, 3, ,n N= L
1

1N
ii

q
=

=∑ %

2.4  随机 SIS 模型传染曲线模拟 
转移概率矩阵(式(2))对应的密度矩阵为 
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假定在 t 时刻系统中有 i 个患病节点，则系统
中有 i 个患病节点的逗留时间

(1 )i N≤ ≤

iτ 是随机的，且服从分布
，其中， , 1 ；Qi 是矩阵 Q

对角线上第 i 元素。 

 ( ) ( ) 1 ei i
it

t
QtF P tτ= = −≤ 0t≥ i N≤ ≤

由于 iτ 服从指数分布 ( )iF t ，因此 ( )i iF τ 服从区间(0,1)上的
均匀分布，从而可以通过生成(0,1)上的均匀分布随机数来模
拟系统中有 i 个患病节点的逗留时间 iτ 。当经过时间 iτ 后，
系统中患病节点个数开始变化，但每次改变只能增加或减少
一个节点，不能增加或减少多个。特别是当 时，系统中
患病节点个数只增不减；当 时，系统中患病节点个数只
减少不增加。此时，系统中增加一个患病节点的概率为 

1i =

i N=

   

1 1
( ) 2

0
i i ia

i
i N

i N
P λ μ λ

=⎧
⎪ + −⎨
⎪ =⎩
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1  

减少一个患病节点的概率为 

   

0 1
( ) 2

1
i i ib

i
i N

i N
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=⎧
⎪ + −⎨
⎪ =⎩

=
      

≤ ≤
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取参数值分别为：N=104, 6k = , ，初始患病节点
密度 ，传染参数

0.1p =

0.1α = 0.1β γ= = ，模拟的传染曲线见图 4 ，
从上到下分别为平均场方法、Markov 链方法和模拟曲线。 

 
time 

图 4  平均场方法、Markov 链方法和模拟曲线 

由图 4，平均场方法和Markov链方法的结果拟合非常好，
但两者与模拟结果有一定差距，原因有 2 个方面：(1)模拟曲

线对时间的离散化处理；(2)平均场方法和 Markov 链方法分
析过程中的近似处理使理论分析结果和实际结果有一定的差
距。由图 5，Markov 链方法体现了传播过程患病节点个数变
化的波动性，这与现实的疾病传播是一致的。图中，上方直
线是平均场方法曲线，上方波动曲线是随机方法曲线，下方
是模拟曲线。 

 

图 5  图 4 的局部曲线微观图 

2.5  随机 SIS 模型的传播阈值 
平均场方法在理论上给出了传播过程的阈值，传播过程

模拟结果也证实了阈值的存在性，而模拟曲线是对多次传播
现实的算术平均，这启发人们可以通过考察概率分布的均值
来研究随机 SIS 模型的阈值情况。 

令概率分布 ( )p t 和 的均值分别为 ( )q t

0
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为考察均值的时间演化行为，考虑两者的差分方程： 
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，显然， ( )tξ

和 在任意时刻都严格小于 1。 *( )tξ

当且仅当 ( ) 1 0k tλ ξ − > 时， ，即在均值

意义下，疾病会大规模流行，此时有

( ) ( )m t t m t+ Δ − > 0
1( ) ( )k tλ ξ− < <1，这意

味着传播阈值 1
 c kλ −> 。当 1

 c kλ −< 时，在均值意义下疾病
会自动灭绝，不需要人为控制。这个阈值和平均场方法的结
果是一致的。 

取定规模 N=104、平均度 6k = 、重连概率 p=0.1 的小世
界网络，初始患病节点密度 0.1α = ，传染参数 0.1β γ= = ，计
算平均场方法的 ( )i ∞ 和随机方法的分布均值。表 1 给出的对
比结果显示稳态时患病节点密度在理论上比较接近，说明随
机 SIS 模型不但和平均场方法一样能够较好地描述传播稳
态，而且能够刻画传播过程的波动性，这是随机 SIS 模型相
对于平均场方法的最大优势。 

表 1  平均场方法与随机过程方法结果对比 
λ  平均场方法 Markov 链方法 

1.00 0.833 33 0.833 13 
0.25 0.333 33 0.331 30 
0.20 0.166 67 0.161 27 

3  结束语 
本文的 Markov 链方法是对实际传播过程的一种较强的

近似，在分析时只使用平均度这一个网络结构信息，因此， 
(下转第 124 页) 
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