
      
                                 

 —187—

      
           

  第 15期 
ol

2009 年 8 月

 Au

利用高斯域的半监督回归和主动学习 
崔 鹏 1,2，张汝波 1 

 (1. 哈尔滨工程大学计算机学院，哈尔滨 150001；2. 哈尔滨理工大学计算机学院，哈尔滨 150080)  

摘  要：介绍一种定义近邻图上的高斯域(GF)及用于降维和分类的 GF 的相关知识，提出一种用于半监督回归的高斯域，能自动设置模型
参数和近邻数，利用监督和无监督数据进行熵值查询选择从而进行主动学习。实验将其与半监督学习法进行比较并验证了 GF 的有效性。 
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Semi-Supervised Regression and Active Learning with GF   
CUI Peng1,2, ZHANG Ru-bo1  

(1. Department of Computer, Harbin Engineering University, Harbin 150001;                               
2. Department of Computer, Harbin University of Science & Technology, Harbin 150080) 

【Abstract】 A Gaussian Fields(GF) on nearest neighbor graph is defined by using a non-parametric technique. On the basis of it, a MAP criterion 
which can automatically set model parameter and numbers of nearest-neighbor k is proposed and entropy maximization query selection method for 
active learning by using supervised and unsupervised information is specified. Experimental results demonstrate effectiveness of GF compared with 
semi-active learning method.  
【Key words】Gaussian fields(GF); semi-supervised regression; active learning; entropy; Cholesky decomposition 
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学习高维数据是一个具有挑战性的问题，已变得越来越
重要。本文通过能量函数得到一种高斯域(Gaussian Fields,GF)
模型，能量化预测中的不确定性对半监督回归以及主动学习
有很大的实际意义。 

1  背景及相关工作 
1.1  定义在近邻图上的 GF 

给定高维输入集 X={x1, x2, …, xn}，定义 GF 的第 1 步是
找到 xi 的 k 个最近的邻接点。本文的邻接点间测度都是在欧
式距离基础上定义的。 

用 yi 表示 xi 的一些标量输出，y=(y1, y2, …, yn)T 表示包含
所有输出的 n 维矢量。已知最近邻接点，能量函数 E(y)为所
有相邻最近的输入点对 xi 和 xj，它们输出的平方差乘以带权
因子 aij 的和。若 aij≠0 表示最近邻接，那么： 
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其中，矩阵 D 是邻接矩阵 A 行数和的对角阵；矩阵 L 为矩   
阵 A 的图 Laplacian 算子，并且 L 是正定的[1]。可通过增加一
个正则化因子确保正定性： 

T T( ) ( )E α+ =y y L I y y My＝ 　　                          (2) 

由此可见，M 和 L 有相同的特征向量，其特征值随 α 增
加。若 L 为逆协方差阵，正则化因子以 α-1 变化代替了 GF 密
度方向 1 上的无限变化。因此，给定点集 X，在能量方程     
式(2)基础上，可以定义输出 y 的 GF 密度为 

1( ) ( 0, ) exp ( )
2
ββ− ∝ −y y C y＝ ;p N E

表示监督输出的子向 [2]

ss suM M
                         (4) 

式(2)能够扩展为 
2 u us sy M y                             (5) 

显然，条件概率密度为 

                        (3) 

其中，β 是控制密度平滑性的比例参数；C 表示 M 的逆。虽
然逆特征矩阵是稀疏的，但是它常能推导出一个全特征矩阵
β-1C。 

所有输出的联合密度可推出输出集的条件概率和边缘概

率，由于半监督学习中有些数据 xi 的输出是已知的，因此会
固定一些值。不失一般性，假设监督点的所有指标都小于无
监督的点，则 y=[ys

T yu
T]T，yu 表示无监督输出的子向量，ys

量。Mss, Mus 和 Muu 表示相应 M 的块 。 
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通过计算此条件概
           

uu

需要评估的量用 Cholesky 因

类

进行

分配到类 0；
算得的条件

要包括 2 个问题：(1)能

率密度的均值 y u *预测无监督输出： 
* 1

u uu us s
−= −y M M y                     

( 7 ) 
为解式(9)，需用(稀疏)Cholesky 分解 M =RTR，首先解

T *R z=-Musys，然后解 Ryu =z。几个
子以类似的方法求得。 
1.2  用于降维和分类的 GF  

对于 2 类-半监督分类，ys 中的输出值为 0 或 1，表示
隶属关系。分类是通过最小化定义在式(1)中的能量函数 E(y)

的，yu 固定为 ys
[3]。极小值 yu

*由线性方程特征化： 
Luuyu*=-Lusys                                       (8) 
若在 yu*中的未标记点小于 1/2，则它们会被

否则会被分到类 1。若忽视 α 调整，则这种方法
概率 p(yu|ys)均值和条件均值的初值都为 1/2。 
2  基于GF的半监督回归和主动学习  

利用 GF 进行主动半监督回归主
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自动设置模型参数 β 和 k 的最大后验(MAP)标准；(2)用于主
动学

参数 β
进行

优值，利用 MAP 标准为 k 选定合适值。 
ys 中的

习的最大熵值查询选择过程。 
2.1  MAP 标准 

GF 密度由 k——连接到每点的近邻数及可变比例
参数化。由于很难手工设置这些参数，因此希望能自动

找到最 和 β
若给定 监督输出，可得到基于参数 k, β 的后验分

布： ( , | ) ( | , ) ( , )s sp k p k p kβ β β∝y y 。 
由于 ( | , )p kβy 是高斯的，因此可以相对容易地获得监督

点的边缘似然性。用 ns 表示监督点数，给定 k 和 β，ys 表示
边缘对数似然性： 

T 11lg ( | , ) [lg | |
2

lg ]
sss ssp kβ −= − −y C s s sn β β+ y C y             (9) 

其中，CSS 依赖于 k，通过求导，得到关于

1

β 的边缘对数最大
值，最大值时 β 表示为 β*： 
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β
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用其替换式

(10)        

(9)中的 β，则： 
* * T 11lg ( | , ) [lg | | lg( / )]
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(11)    

对邻居数 k*最佳值的选取需在 k={1, 2, …, kmax}范围内，
选取式(11)最大时的 k 值。关于

  

正则化算子 α 的边缘似然性
式下进行，但可以采用基于梯度下降法。

在实

获取代价
很高

能小。其基本思想是：
如果 近相应变量的真值，

围[4]。 

最大化不能在封闭形
验中，令 α 取值为 10-12。 

2.2  主动查询选择 
实际上可用的监督数据通常是有限的，由于其
，因此启发人们使用基于无监督和监督数据集确定对无

监督数据和监督信号更有用的主动学习方法。 
为了确定哪些固定大小的查询集是最有用的信息，需要

考虑给定已标记查询集条件下无标记点条件密度的熵，以得
到能导致最低条件熵值的查询集；同时希望在给定标记点情
况下对无标记点预测的不确定性尽可

假定域均值接 那么分布 p(yu|ys)应尽
可能紧密地围绕在其均值周

熵的链规则 ( ) ( ) ( )s u sH H H=y y y y＋ ｜ 。由于完全域的熵 H(y)

是固定的，因此为了计算
1 1( ) lg | | lg
2 2s ss sH n constβ= − +y C ，采

用前述 M 的 Cholesky 因数以找到 Css。为找到带有最大熵的
单变量，需计算 C 的对角元素的所有边缘变化。而从所有变
量的一个随机子集中选取的有局部最大方差的变量，很可能
也是全局最大方差的变量。给定一些初始查询集，随机地选
择不在当前查询集中的一些变量 yi，直到满足停止的条件。
如果用 yi 替换一个当前查询集中的变量产生查询集的一个更
高联

当用户要对

前查询集的查询。已知初始查询

合熵，就产生了一次交换。可用一个随机子集或贪婪过
程产生初始查询集，逐渐将新元素添加到查询集中。 

在查询集大小未知的情况下， 另一数据点进
行标记时，也可通过自身采用贪婪过程确定能最优地扩充当

集 {1,2, , }s NÌ L ，要找到最佳
查询 i 加入 s， i∈{1, 2, …, N}\s，以使其余变量中的熵

{ }( \ | ) ( | ) ( )u i s u s i sH i H H∪ =y y y y y y- ｜ 最小，就需找到 ( | )i sH y y 为
最大值时的 i∈u，用 Muu 的 Cholesky 分解计算这些熵值。此
分解也可用于从 ys 中预测 yu。在此情况下，M

的(因为 yu 不可预测或不用 Cholesky 分解预
测)，而可采用 M 分解。由熵的链规则， { }\ | )u i si ∪

uu 的 Cholesky

有 H

分解是不可用
( =y

最佳查询加入 s 中，发现与 s 一起

值 。熵值 能从 M 的
Chol

选择监督图像。预测值与实际值间的方差为无监督
量的均值，所有实验结果都是 20 个实验的平

均值

log
不同的线(从上到下)表示了 10 个、20 个和 100 个已标

记点的结果。本文采用贪婪查询选择法进行查询选择。 

y  
{ }( ) ( )i sH H ∪y y- 。将找到的

的查询 i 在域中有最大熵 { }( )i sH ∪y { }( )i sH ∪y

esky 因子中算出。 
3  实验结果与分析 

本文用计算机图形仪柔化了 660 幅脸部图像，对脸部从
不同方向进行透视和照明，且所有图像的透视方向和照明方
向是可用的。任务是预测无监督图像的透视方向和照明方向。
实验使用的图像中有一些是有监督的。可以通过随机或主动
学习方法
点与不同响应变

。 
3.1  查询选择 

从图 1 中可以看到采用随机查询选择(实线)和主动查询
选择(点线)得到的关于模型中邻居数 k 的均方差(刻度为
值)。

 
图 1  无监督点邻居数的误差 

对有不同连通性的近邻图进行了实验：k=2, 3, …, 20。在
所有 k 及大量已标记点(监督点)的前提下，在 57 个合并中除

学习算法要明显优于随机查询，在主动学习
中标

使用

20 个实验的最优 k 值和通过模型选择 k 值的
平均结果。当加 获得最小预测
差的邻居数。 

表 1  模型选择与 k 较
已标 数 

了 6 个外，主动
准差更小。 

3.2  模型选择 
查询选择依赖于要使用的邻居数目，(利用 MAP 标准)

模型选择依赖于监督查询。为用查询选择合并模型选择，本
文使用了一个贪婪过程：首先标记一个随机查询，然后轮流

已标记点选择 k，选择依赖于当前 k 和已标记点的新查
询。若选择随机查询，则直接使用已标记点进行模型选择。 

表 1 为采用
入主动和随机查询时，k 值为

最优 值比  
记点均方差 

10 20 100 

随机查询最优  k 0.25 0.14 0.06 

随机查询模型选择 0.30 0.15 0.06 

主动查询最优 k 0.13 0.09 0.04 

主动查询模型选择 0.31 0.10 0.04 

使用随机查询，模型选择接近于最优：最佳值 k 不会给
出比自动选择的 k 更好的结果。然而，对于主动查询，在仅
有 10 个监督点时，最佳 k 值的结果明显更好，因为对于少量
的监督点，模型选择了过小的 k，使查询选择过程执行得较
差。比较图 1 中主动和随机查询可见，对于 10 个查询，当 k

随机查询间没有太较小时，如果使用模型选择，主动查询和
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大的

数量监督点及图中近邻数为 k 时剩余无监督点的残
差。

的差异不很明显。
当 ns=100 个监 F 法无须选择
特 向量数，可以少用一个 。 

使用 SL

不同。对于更多的查询，主动查询显得好一些。 
3.3  GF 法与半监督分类学习法比较 

将 GF 法与半监督分类的阶段学习法进行比较：使用与
前面实验相同的数据集，利用随机选择的监督点重复 20 次，
计算不同

对于阶段学习法，需设置要用到的特征向量数 m(斜线后
数字)。 

表 2 给出特征向量最佳数结果 m∈{1,2,…,20}，即导致
最小平均误差的数量。若性能上有明显的不同则结果用黑体
表示。当 ns∈{10, 20}时，2 种方法间性能

督点时，GF 法明显更好一些。G
定特征 参数

表 2  GF 和 法获得的残差 
k 值 监督

点数 
方法 

6 10 12 16 20 

GF 0.45±2.0 0.37±1.3 0.43±2.1 0.41±2.6 0.32±1.5
10 

SL 0.63/4±4.0 0.33/4±1.8 0.29/4±1.3 0.33/4±2.4 0.44/4±10.1

GF 0.22±0.5 0.19±0.5 0.20±0.8 0.18±0.6 0.18±0.4
20 

SL 0.31/7±1.2 0.16/7±0.6 0.29/4±0.3 0.33/4±0.9 0.44/4±0.6

GF 0.08±0.1 0.08±0.1 0.07±0.1 0.07±0.1 0.08±0.1
100 

SL 0.10/17±0.1 0.09/8±0.1 0.09/7±0.0 0.09/11±0.1 0.10/9±0.1

4  

督学习、主动学习与
流形学习结合起来设计一种
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结束语 
本文说明了基于稀疏近邻图的 GF 用于半监督回归的方

法。提出了 MAP 标准以及用于主动学习的最大熵值查询选
择过程，下一步工作要研究如何将半监

分类器。 
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