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　　摘　要：　分析了超晶格量子阱的沟道效应和沟道辐射，利用正弦平方势描述了掺杂超晶格量子阱沟道粒

子的运动行为，并在经典力学框架内，把粒子的运动方程化为摆方程。用Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数和椭圆积分解析地

给出了系统的解和粒子运动周期，导出了量子阱沟道辐射的辐射强度和辐射能量。结果表明，对于能量为１００

ＭｅＶ左右的电子，辐射能量可达ｋｅＶ量级（Ｘ能区）。指出了用量子阱沟道辐射作为Ｘ激光或γ激光的可能

性。
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　　自从２０世纪７０年代中期美国斯坦福大学研制成功第一台自由电子激光器以来，自由电子激光的应用越

来越广泛。后来，人们又把注意力集中在如何获得短波长、大功率的自由电子激光器上。但是，要用传统的自

由电子激光器把自由电子激光推向更短的波长将在技术上遇到严重挑战。比如，摆动频率不能做得很高（或相

邻磁极之间的距离不能太小），而摆动场强度也不能做得很强，即使采用超导技术也不过１０Ｔ左右；再加上随

着频率的增加，谐振腔的概念也不复存在。试图利用自由电子激光器来获得Ｘ激光或γ激光将面临一场观念

更新和技术革命。如果将自由电子激光同带电粒子沟道辐射概念相结合，可把辐射频率推进到Ｘ能区或γ能

区。近年来，人们正试图把沟道辐射改造为Ｘ激光或γ激光
［１４］，但是沟道辐射的强度太低，应用前景受到限

制，如何提高沟道接受度是提高辐射强度的有效途径之一。由于在束流品质一定的情况下，沟道的接受度决定

于沟道的大小和势阱的深度，沟道的孔径越大，势阱越深，接受度越大。于是，问题就转化为如何寻找大沟道材

料。

　　本文提出一种新的沟道概念，并找到了一种新的沟道———超晶格量子阱沟道，这种沟道的特点是通道大

（比如可达到几十ｎｍ，而常规的晶体沟道宽度不到１ｎｍ），而且沟道宽度和势阱深度均可以人为控制。我们引

入正弦平方势来模拟带电粒子与掺杂超晶格的相互作用［５］，于是粒子在掺杂超晶格量子阱中的运动就转化为

在正弦平方势场中的运动。在经典力学框架内，把粒子的运动方程化为摆方程，用Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数和椭圆

积分解析地给出了系统的解和粒子运动周期。导出了超晶格量子阱沟道辐射能量、瞬时辐射强度、平均辐射强

度。

１　超晶格量子阱沟道效应

　　超晶格通常分为组分超晶格和掺杂超晶格。所谓组分超晶格就是将两种晶格常数不同的材料交替生长而

成的多层薄膜结构；而掺杂超晶格则是指在同一材料（比如ＧａＡｓ）上交替掺入ｎ型和ｐ型杂质，形成ｎｉｐｉｎ

ｉｐｉ…周期排列的１维阵列，如图１和图２所示。从图１和图２可以看出，对于电子来说，组分超晶格和掺杂超

晶的差别仅在于势阱形状不同，前者是方形势阱，后者是正弦平方势阱［６］。对于组分超晶格，它的势垒高度（或

势阱的深度）决定于超晶格材料ＧａＡｓ和Ｇａ１－狓Ａｌ狓Ａｓ的能隙差，而势阱的宽度则决定于夹层ＧａＡｓ的厚度。

于是，只需调整夹层厚度就可以调整阱宽，选择不同材料就可以调节阱深，阱宽和阱深均可实现人为控制。

　　值得注意的是，当电子沿着与生长方向（狓方向）垂直的方向（狕方向）运动时，在生长方向上将受到周期分

布的势阱和势垒作用，而狕方向的运动是自由的。当一束电子沿狕方向入射时，一部分电子将被量子阱俘获，

被俘获的电子在狕方向上很容易渗透到超晶格内部，这种效应称为超晶格的沟道效应；在超晶格沟道中运动的

带电粒子，由于加速度不为零（见图１、图２中的曲线轨道）将不断向外辐射电磁波，这种辐射就是超晶格量子

阱沟道辐射。
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图１　组分超晶格量子阱
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图２　掺杂超晶格量子阱

２　正弦平方势和粒子运动方程

　　注意到沿晶体生长方向粒子运动受到势垒限制，而垂直于生长方向上粒子的运动是自由的，于是３维问题

可化为２维问题。选择势阱中心为坐标原点，狓轴沿晶体生长方向，狕轴与生长方向垂直（沟道方向），如图２所

示。当粒子沿着狕方向入射时，可能被沟道俘获。被沟道俘获的粒子，沿狕方向运动的同时，将在狓方向不断

振荡。粒子运动的经典力学方程可表示为

犿
ｄ２狓

ｄ狋２
＋
ｄ

ｄ狓
犞（狓）＝０ （１）

式中：犿＝犿０γ是粒子质量；γ是相对论因子；犞（狓）是粒子与超晶格量子阱相互作用势。对于掺杂超晶格，可引

入正弦平方势

犞（狓）＝犞０ｓｉｎ
２（π狓／犪） （２）

来描述，其中犞０ 是势阱深度，犪是势阱（沟道）宽度。令

ξ＝２π狓／犪，　τ＝ （２π犞０／犿犪
２）１／２狋 （３）

将式（３）和式（２）代入方程（１），可得无量纲形式的摆方程

ｄ２ξ／ｄτ
２
＋ｓｉｎξ＝０ （４）

在相平面上，方程（４）所描述的系统存在３种类型的轨道。

　　（１）异宿轨道犺＝２。把相平面分为两个区域，相应的解可表示为

ξ＝±２ａｒｃｓｉｎ（狊犺τ）

ζ＝±２ｓｅｃｈ
｛ τ

（５）

式中±号分别表示上下平面的两条异宿轨道，粒子沿这条轨道的运动周期为无穷。

　　（２）振荡型周期轨道０＜犺＜２。相应的解可表示为

ξ＝２ａｒｃｓｉｎ（κｓｎτ）

ζ＝２κｃｎ
｛ τ

（６）

其中ｓｎτ和ｃｎτ是Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数，κ＝犺／２是椭圆函数的模。粒子沿这族轨道的运动周期

犜＝４犓（κ） （７）

犓（κ）是第一类椭圆积分。当犺单调增加时，周期犜从２π增加到无穷。

　　（３）回转型周期轨道犺＞２。相应的解可表示为

ξ＝±２ａｒｃｓｉｎ［ｓｎ（τ／κ′）］ （８）

ζ＝±
２

κ
ｄｎ（τ／κ′） （９）

式中κ′＝ （２／犺）
１／２，ｄｎτ为Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数。粒子沿轨道表达式（８）和（９）的运动周期

犜ｒ＝２κ′犓（κ′） （１０）

当犺单调减少时，周期犜ｒ由零增加到无穷。

　　图３给出了正弦平方势和系统的相平面特征。由该图可以看出，分界线（犺＝２）把相平面分成两部分，在分

界线的内部（０＜犺＜２），相轨道是闭合的，描写的是沟道粒子绕中心平面的周期运动。在分界线的外部（犺＞

２），相轨道是开放的，开放型周期轨道描写的是准沟道粒子的运动行为。
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图３　正弦平方势（上图）与系统的相平面特征（下图，

从内到外犺＝０．５，１，１．５，２，３）

３　辐射强度和辐射能量

３．１　瞬时辐射强度

　　对于超相对论带电粒子，它的瞬时辐射强度可表示

为［７］

犐ｉｎ（狋）＝
２（狕１犲）

４
ε
２
γ
２

３犿２犮３
（１１）

式中：犮是光速；ε是等效的横向电场强度；狕１犲ε是作用

在沟道粒子上的力，且可等效地表示为

狕１犲ε＝－犞（狓）／狓 （１２）

代入式（２）和式（３）得

狕１犲ε＝－
π犞０
犪
ｓｉｎξ （１３）

其中ξ由式（３）给出。

　　将式（１３）代入式（１１），可得

犐ｉｎ（狋）＝犐０κ
２ｓｎ２（狆狋） （１４）

式中

犐０ ＝８（狕１犲）
２犃２γ

２／３犿２犮３，　犃＝π犞０／犪，　狆
２
＝２π犞０／犿犪

２ （１５）

由式（１４）可以看出，带电粒子的瞬时辐射强度与运动方程（４）的解式（６）直接有关，而且可用Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函

数严格表示出来。

３．２　平均辐射强度

　　瞬时辐射强度描述了量子阱沟道辐射的瞬时特征，而实验上可观测量应当是平均辐射强度。平均辐射强

度〈犐〉定义为瞬时辐射强度在一个周期内的平均值

〈犐〉＝
１

犜∫
犜

０
犐ｉｎ（狋）ｄ狋 （１６）

将式（１４）代入式（１６），并注意到犜＝４犓，完成积分后可得

〈犐〉＝
κ′
２犐０
３

（２κ
２
－１）犈（κ）

κ′
２犓（κ）

－［ ］１ （１７）

其中

κ′
２
＝１－κ

２ （１８）

是Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数的补模；犈是第二类椭圆积分。

３．３　辐射频率

　　考虑到Ｄｏｐｐｌｅｒ效应，犾次谐波的最大辐射频率ω犾ｍ可以表示为

ω犾ｍ ＝２犾Ω０γ
３／２ （１９）

其中Ω０ ＝２π／犜是惯性系中粒子横向振动频率。

表１　超晶格量子阱沟道辐射能量

犜犪犫犾犲１　犆犺犪狀狀犲犾犻狀犵狉犪犱犻犪狋犻狅狀犲狀犲狉犵狔犻狀狊狌狆犲狉犾犪狋狋犻犮犲狇狌犪狀狋狌犿狑犲犾犾

γ ω１／ｅＶ ω２／ｅＶ

１０２ １．１２×１０２ ２．９４×１０１

１０３ １．１２×１０４ ９．３０×１０２

１０４ １．１２×１０６ ２．９４×１０３

５×１０３ ２．７８×１０８ ３．２８×１０５

４　结果和讨论

　　我们以ＧａＡｓ作衬底的掺杂超晶格为例，计算电子

在量子阱沟道中运动的辐射频率（能量）。选择阱宽犪＝

１０ｎｍ，阱深犞０＝１．７５ｅＶ，由式（１９）和式（７）可算出一

次谐波最大辐射频率或辐射能量，结果如表１所示。从

表１可以看出，当γ＝１０
４ 时，ω２已进入Ｘ能区，而ω１

已进入γ能区．如果将它们改造为相干光，可望得到新的

Ｘ激光或γ激光。

５　结　论

　　本文分析了超晶格量子阱的沟道效应和沟道辐射，并引入正弦平方势描述掺杂超晶格量子阱沟道粒子的
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运动行为，在经典力学框架内，把粒子的运动方程化为摆方程。用Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数和椭圆积分解析地给出

了系统的解和粒子运动周期，导出了掺杂超晶格量子阱沟道辐射的瞬时辐射强度、平均辐射强度和辐射能量。

结果表明，对于能量为１００ＭｅＶ量级的电子，辐射能量ω２ 已进入Ｘ能区，而ω１ 已进入γ能区，如果将它改

造为相干光，可望获得Ｘ激光或γ激光。
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