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新型 9/7 小波基构造及快速实现 
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摘  要：CDF9/7 小波的复杂系数是限制其快速实现的主要因素。该文构造了新的含参双正交提升小波模型，并利

用能量集中性法则和迭代搜索算法提出一种压缩性能与此相当适合移位操作的有理数小波基。新小波基在硬件实现

时可用一次移位和加法运算代替乘法运算，运算量仅为原来的 25%，且无需考虑位长对精度的影响。一维小波 4

级流水架构已通过 FPGA 验证，与同类设计相比，减少一半的资源消耗量，并且大幅提高系统的工作频率。  
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New Construction for 9/7 Wavelet Basis and Fast Implementation 
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Abstract: Fast implementation of CDF9/7 wavelet is strictly retained for its complex coefficient. This paper 
constructs a new biorthogonal and lifting-based wavelet model with parameters. The new wavelet basis of rational 
number proposed is adapted to shift operation with the same compression performance to CDF9/7 by using energy 
concentration and iterative searching algorithm. One multiplication can be implemented by one addition and shift 
in the hardware design. It amounts to the original calculation quantity of 25% and its precision is not influenced by 
the word length. The 4 level pipelined architecture of one dimensional transform is demonstrated on the FPGA. 
Compared with the related design, it reduces half resource requirement and improves the working frequency of 
system prominently. 
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1  引言  

JPEG2000[1]是新一代的图像压缩标准，其核心算法是

离散小波变换(DWT)和优化截断嵌入编码(EBCOT)。DWT

具有便于图像渐进式传输、能量集中性好等优点，在经过提

升算法的改进后，与传统的卷积运算相比，可降低运算复杂

度、减少存储需求，正逐步得到广泛应用。但运用提升算法

的小波变换导致了更长的关键路径长度，不少学者对其硬件

快速实现进行研究。文献[2]提出一种标准的 CDF9/7 小波流

水线结构，文献[3]采用折叠方式实现小波变换，资源利用率

达到 100%，但数据调度系统复杂。文献[4]建立了基于行变

换的多级流水结构，并用定点法实现 17 位小波系数和 17 位

滤波系数的乘积，虽然保证了数据精度，但需要大量的硬件
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完成 

资源。上述研究大多集中在硬件结构的优化层次上，没有从

构造原理上对小波变换的实现进行优化改进。 

本文在建立双正交提升小波构造模型的基础上，运用优

化算法设计出一组适合硬件操作的优化小波基，并采用流水

线和并行处理技术在 FPGA 芯片中进行优化实现。与同类结

构相比，该结构具有资源消耗少、关键路径短等特点，特别

适合应用在大数据量、强实时性的场合。 

2  易于硬件实现的 9/7 小波基 

在图像压缩中，CDF9/7 小波有着广泛的应用，其小波

变换的能量集中性和恢复图像的 PSNR 值均有较好效果，已

被 JPEG2000 所采纳。但其小波基系数均为无理数，硬件实

现的成本较大。文献 [2]提出将无理数系数换算为 CSD 

(Canonical Signed Digit)形式，每个小波系数可减少 2 到 3

个加法的运算量。文献[5]通过滤波器对称特性降低小波系数

的复杂度。文献[6]提出用二进制数代替浮点数进行小波变
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换，但未从硬件角度进行优化设计。本文将以 9/7 小波为基

础采用优化算法构造适合硬件特点的双正交小波基，使之既

能保持 CDF9/7 的优良压缩性能，又能确保硬件实现时的快

速简便。 

2.1 双正交小波原理 
根据双正交小波构造原理，设小波函数和对偶小波函数

的长度分别为 9 和 7，考虑到双正交小波的中心对称性，可

以分别用 5 个和 4 个未知数将其表示，分别记做 { ,0nh ≤  

4}n ≤ 和{ ,0 3}ng n≤ ≤ 。由双正交小波的完全重构条件可

得 
4 4
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2 2,  2 ( 1) 0n
n n
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h h h h
= =
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同理，由其对偶小波的完全重构条件可得 
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另外由双正交小波和其对偶小波的双正交关系可得 
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联立式(2)、式(3)以及式(1)的第 1 个方程，令 g0、g1 为

参变量，通过消元、化简，最后可得其余 7 个未知数的双正

交 9/7 小波通解。 

2 0 3 1

0 1 2 3 4

2
2 2 1 2 0 3

1
1 2 2 3 0 3

0
2

0

3
3 1 4 3

2

2 1 2
,  

4 2 4
2( )

( )/2 2

3 2 4

2 4 2

2
,  

4

g g g g

h h h h h

g h g g g g
h

g g g g g g

g
h

g

g
h h h h

g

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= − = − ⎪⎪⎪⎪⎪= − + − ⎪⎪⎪⎪+ − ⎪⎪= ⎬⎪− − ⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪= ⎪⎪− ⎪⎪⎪⎪⎪= − = − ⎪⎪⎪⎪⎭

         (4) 

2.2 优化小波基的产生 
根据小波提升过程的基本原理，借助 z 变换和 Euclidean

因式分解法，分解 9/7 提升小波的矩阵表示可得式(5)： 
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上式中 ( )eX z ， ( )oX z 分别表示输入信号的偶奇部分， ( )lX z ，

( )hX z 分别对应于滤波器的低通和高通输出。 

9/7 小波提升分解的矩阵又可以表示为 
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联立式(5)，式(6)可得式(7) 
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联立式(4)，式(7)可得式(8) 
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式(8)即为双正交提升9/7小波的通解，通过改变α 的值，可

以调整其余变量的值，即由变量α 的值来确定小波系数。因

此小波基的构造问题可以转化为以α 为优化变量，压缩性能

为目标函数，适合硬件实现为约束条件的变量优化问题。该

优化问题的目标函数是一个多维曲面，在其值域范围内起伏

变化无穷，无法用解析方法求解，需采用优化方法来对该问

题进行求解。 

如何定量地检验小波变换的压缩性能是一个很关键的

问题。小波变换的正交性是变换前后能量不变的前提条件。

由于 CDF9/7 小波是近似正交的双正交小波，所以图像经过

CDF9/7 变换后的频域能量近似等于空域能量。小波变换后

图像的能量集中到低频越多，高频能量就剩得越少，就越有

利于压缩。因此本文以能量集中性作为标准来衡量新小波基

的压缩性能。2.3 节也充分说明了这一结论的正确性。 

假设一幅图像 , ,1 ,i jf i j L≤ ≤ ，其中 L 表示图像的长宽，

经过小波变换后得到小波系数 , ,1 ,i jc i j L≤ ≤ ，其图像能量

计算公式如下： 
2 2
, ,i j i jE f c= ≈∑ ∑               (9) 

设图像经过小波变换后的各级频带能量按照从低到高的顺

序记为 iE ， 1,2, ,5i = ，能量集中比例系数 1 sum/i E Eη = ，

CDF9/7小波产生的 η 系数为 Lη ，则 i L iη η ηΔ = − ，优化函

数为 ( ), ,Pici i mf η αΔ ，其中 Picm 为待处理的图像名称，因

为不同的图像特征对压缩性能会产生影响，为保证实验的普

适性，增加了一个变化变量Picm 。 

文献[7]指出 0g 和 1g 分别调整在CDF9/7系数的[-0.2，0.4]

与 [-0.1，0.3]范围内，会取得比较好的效果。由此得到

3 2 1 0/ ( 2 /4 ) ( 2 /4 /2)g g g gα = − = − − − 的取值范围为

[ ]3, 1− − 。硬件实现时，提升系数不能太长，这样可节省数

据的存储代价，简化计算；同时尽可能使系数分母变为2的

整数次幂，便于移位电路实现，减少运算误差。因此为提高

搜索的效率和精度，本文提出“两步搜索”的策略。第1步
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的“粗搜索”步长定义为 1
1 2λ −= ；在确定粗搜索的前提下，

“细搜索”的步长定义为 5
2 2λ −= 。在α 的变化范围内，从

α 起始点开始，按照上述策略进行搜索，当前生成的最优变

量条件为 [0, ],{ | ,Pic }'
i i i mm M α η δ η∀ ∈ Δ + <Δ ，其中 '

iηΔ

为上一次更新优化生成的 iηΔ ， δ 为性能调节因子，本算法

确定为1/100。 
优化算法的最终结果为 1.5α = − ，此时相关的小波提

升系数为：(-3/2, -1/16, 4/5, 15/32, 4 2 /5 ),前 4 个为有理

数，而且其中 3 个分母为 2 的幂，只有最后一个参数为无理

数，统称为 compacted CDF9/7，简称 CCDF9/7。无理数 ρ

在多维变换时或在量化阶段统一转化为其平方数处理，减少

了运算过程中的乘法运算冗余，消除了无理数的负面影响。

因此本文暂时不考虑 ρ 的数值设置问题。从硬件实现的角度

来看，这组系数无疑是较适宜的，但其压缩性能仍需要进行

检测。 

2.3 性能测试 

本节主要利用能量集中性和恢复图像 PSNR 值这两个

指标验证新小波基在实际运用中的有效性。图 1 对比表示了

新构造的小波基和CDF9/7小波基对各类不同复杂度图像进

行变换后的低频能量分布比例，低频即 LL 频带，小波变换

级数统一定义为 5 级。为加强实验对比效果，本文增加了一

组小波基 CCDF9/7a(-1,-1/4,1/3,15/16, 2 2 /3 )。对于不同

的图像，由于其复杂程度的差异，低频能量比例也各有差异。

图像越复杂，低频能量比例也越低。对于同一图像，与

CDF9/7 小波相比，新构造的小波基 CCDF9/7a 使得高频子

带的能量明显增加，即该小波基的能量集中性差，而先前构

造的 CCDF9/7b 能量集中性则与 CDF9/7 基本相当。 

 

图 1 不同小波基的能量集中性对比图 

表 1 是运用不同小波基进行 20 倍图像压缩后的结果。

实验平台为 P4 微机平台，CDF9/7 小波采用双精度数

(double 型)，CCDF9/7 小波采用单精度数(float 型)。为准

确评估小波基的压缩性能，本压缩算法中未引入位率优化控

制模块。从中可以看出，在保持各自精度范围的情况下，经

过 CCDF9/7b 和 CDF9/7 两种小波基压缩后的恢复图像

PSNR 值基本持平，而 CCDF9/7a 的压缩性能明显低于其他

两种，故不予应用。在小波基硬件移植的过程中，嵌入式硬

件系统的数据位宽更加有限，势必会影响数据精度。这样更

能体现出新小波基位数短的优越性。上述两项实验结果充分

说明了优化小波基 CCDF9/7b 在压缩性能方面的有效性。 

表 1 构造小波基与 CDF9/7 小波基压缩效果对比(dB) 

 CDF9/7 CCDF9/7a CCDF9/7b 

City 21.84 21.46 21.83 

Lena 30.72 30.18 30.70 

Cman 28.52 27.78 28.51 

Barbara 29.73 29.35 29.72 

Xiamen 21.09 20.40 21.06 

接下来，本文依据新小波基系数，构造应用在 FPGA 上的

VLSI 模型。 

3  VLSI 结构设计 

如引言所述，一般采用流水线架构来设计小波变换。流

水线的最大优势是能提高吞吐率，但这是以消耗硬件资源为

代价的。提升小波可分为分裂、预测和更新 3 个步骤，根据

其运算特点，同时为公平比较不同小波基硬件架构的性能，

定义流水线级数为 4 级。  
4 级流水架构的关键路径为 Tm+2Ta(Tm 代表乘法延

时，Ta 代表加法延时)。若乘法运算被移位加代替，考虑到

运算精度的影响，无理数通常需要较多的位数表示，位数越

多，精度越高。由于受到硬件位宽的限制，需要在精度和资

源耗费间进行折中。硬件位宽一般定义为 16 位，前两位是

符号位和整数位，则小数部分的位宽为 14 位，结合具体的

CDF9/7 小波系数，小波部分的实际有效位为 8 位。这样 Tm

等价为 Ts+7Ta。而新小波基 CCDF9/7b 由于均是有理数，

需要的位长较短，则 Tm 可等价为 Ts+Ta(Ts 代表移位延

时)。运算量由 7 次移位、9 次加法变为 1 次移位、3 次加法，

只占原先的 25%。详细的硬件结构图见图 2。 

 

图 2 基于 CCDF9/7b 的一维小波变换图 

系数中有一个分母为 5，不是 2 的整次幂，可利用并行

和数学代换的原理，把分母转换为乘法，此乘法可通过左移

操作实现，这样可以把移位和多次加法的串行复杂运算分解

成移位和乘法的并行运算，提高执行效率，并减少了精度误

差。改进前后的结构对比图如图 3 所示。图 3(a)结构中尽管

经过多次移位和加法，但精度误差仍有 0.0125,若要改善这一

精度，势必需要消耗更多的硬件资源，并带来更长的路径延

时。图 3(b)结构并没有引进多余的误差。为保证最终结果的

正确输出，归一化系数 ρ 要作相应的变化处理。 
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图 3 

4  实验结果及性能分析 

为验证所提结构的有效性，本文采用 verilog 语言设计了

3 种不同方式的一维小波结构，并在 Virtex4 型的 FPGA 芯

片上进行对比实验。编译软件为 XilinxISE7.1，仿真软件为

Modelsim5.8。具体的实验结果如表 2 所示。 

表 2 小波实现结构的综合结果 

实现 
结构 

Slice DSP 
输出

时延 

吞吐

率

(B/s) 

最高 
频率

(MHz) 

关键 
路径 

CDF9/7 
(4 级) 

392 0 4T 194 97 Ts+9Ta 

CDF9/7 
(全流水) 

202 12 12T 500 250 Tm 

本文 
(4 级) 

179 0 4T 284 142 Ts+3Ta 

 

结构 1 和结构 3 的操作流程基本相同，结构 3 的小波基

系数均为有理数，并且利用了并行均衡技术，减少了运算次

数和寄存器的个数，因此得到较高的性能。结构 2 中乘加运

算利用 FPGA 中的 DSP 模块实现，同时为缩短关键路径，

在每个运算单元之间添加了寄存器，得到的工作频率为

250MHz，但耗费的资源代价也是 3 种结构中最大的。综合

来看，本文所提的结构在性能代价比上具有很大的优势。此

外，本文结构在 Virtex-II XC2V2000 芯片上也进行仿真实

验，最高工作频率达到 91MHz，吞吐率为 182MB/s，远高

与文献[8]提出的每秒钟 40M 像素的处理量。文献[4]的提升

小波结构在 FPGA 芯片上的工作频率为 115MHz，在

0.35 mμ ASIC 工艺下的频率也仅为 150MHz，因此其性能稍

逊于本文。 

5  结束语 

本文在建立双正交提升 9/7 小波通用模型的基础上，使

用优化方法，设计出简单的有理数小波基。该小波基能量集

中性强，压缩性能与传统 CDF9/7 基本相当。根据该小波基 

的系数特点，结合 FPGA 芯片资源特性，利用流水和并行均 

衡技术，设计了一种适合硬件实现的小波变换 VLSI 结构，

具有资源利用率高、吞吐能力强等优势，可开发成独立的 IP

核广泛应用在图像压缩的编解码芯片中。 
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