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1 ��

���, �� Brown ������������, ���������������

��������, �������������. ��� Brown ������, ���

����������� Gauss �������������, � Bonami � Estrade[1],

Cheridito[2] �� Benson� [3]. ����������������������� Gauss

�����������.

���,�������	����� Brown���
����.��, Rosen��� [4]

�������� Brown ���
�������; � Xiao � Zhang[5] � Ayache � [6]

	����� Brown � (fractional Brownian sheet) �
����������	�; ��

Nualart� Vive[7] ���������
����	,�	�������
�	��


�����
���: Imkeller � [8] ��������� R
d � Brown �����
�

���

��; Hu ����������� Brown ����
������� (�	

������� [9, 10]); ���	��� [11] ������ Brown ����
�����

�.

����, Houdré� Villa[12] �� Russo � Tudor[13] ��� Brown ���

��

����� Gauss �� —– ��� Brown ��; ��, Tudor � Xiao[14] �������

Brown ��� Malliavin ��. ������, �������� Brown ���
��. �



	���: ���Brown�����
�����
��

�����		����
�����; ����
��������� Brown ����

���
�����
����.

������������ Brown�����
��,��	������� Brown

�����
����, ���
���. ���
�������, �� L2 �
����

����� Brown����
��
��, ������ Brown����
�����


�������	��.

2 ����

�������� Brown�����
�����
�����������,��

��
��	�������. �	����� Brown��.

�� 2.1 � BH,K = {BH,K
t , t � 0} 
���� Gauss ��, ���� 0, ����

RH,K(t, s) := Cov(BH,K
t , BH,K

s ) =
1

2K
((t2H + s2H)K − |t− s|2HK), (2.1)

�� H ∈ (0, 1), K ∈ (0, 1], 	� BH,K 
����� Brown��.

	���	
�����:

(1) ��� Brown �� BH,K = {BH,K
t , t � 0} 
 HK ����;

(2) ��� Brown �� BH,K = {BH,K
t , t � 0} 
 Hölder �	�, ���� δ < HK;

(3) � T > 0, 	��
� s, t ∈ [0, T ],


2−K |t− s|2HK � E(BH,K
t −BH,K

s )2 � 21−K |t− s|2HK . (2.2)


��, �
 K = 1, 	 BH,1
t 
����� H ∈ (0, 1) ��� Brown ��.

� δ(·) 
 R �� Dirac delta ��, �
∫

R
δ(x)f(x)dx = f(0). ��

δ(·) = L2(Ω) − lim
ε→0

pε(·), (2.3)

�� pε(·) 	
��
 N(0, ε) �����, �������� [13].

�������
��.

�� 2.2 �
 BH,K = {BH,K
t , t � 0} 
����� Brown��, ��

S(T,H,K) =
∫ T

0

∫ t

0

δ(BH,K
t −BH,K

s )dsdt, (2.4)

	� S(T,H,K) � BH,K � [0, T ] ����
��.

� BHi,Ki = {BHi,Ki

t , t � 0} (i ∈ {1, 2}) 
���� {Ω,F , P} �	������
� Brown��. ���������
��:

�� 2.3 �

I(H1, H2,K1,K2, T ) =
∫ T

0

δ(BH1,K1
t −BH2,K2

t )dt, (2.5)

	� I(H1, H2,K1,K2, T ) � BH1,K1 � BH1,K2 ���
��.

����
, ��� I(H,K, T ) �	 I(H1, H2,K1,K2, T ).

������	, ���������, ���
 L2(Ω, P ) ��
��. ����

������ [15, 16]. � X := {Xt, t ∈ [0, T ]} 
�������� (Ω,F ,P ) �� Gauss

��, �
� pn(x) 	�� x � n ����, 	� pn(Xt) 
�� X � t ∈ [0, T ] �� n

�����. � Pn 
 L2(Ω, P ) ��� {pm(Xt) : 0 � m � n, t ∈ [0, T ]} ����, 
�
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Pn 
 L2(Ω, P ) ���. �� Cn 	 Pn−1 � Pn ��
�, 	 L2(Ω, P ) ���	 Cn

���, �

L2(Ω, P ) =
∞⊕

n=0

Cn. (2.6)

�	�������������:

�� 2.4 � F ∈ L2(Ω, P ), 	��
 n ∈ Z+ 
 Fn ∈ Cn (
 (2.6) �), �

F =
∞∑

n=0

Fn, (2.7)

� (2.7) ���� F �����, Fn � F � n �����.

�� 2.5 �

U =
{
F ∈ L2(Ω, P ) : F =

∞∑
n=0

Fn �
∞∑

n=0

nE(|Fn|2) < +∞
}
,

� U 
 Meyer-Watanabe ����� (�
�� [17]).

���, �
 F ∈ U, 	� F 
	��.

� Fn � F � n �����, 	�� 2.4,

E(|F |2) =
∞∑

n=0

E(|Fn|2). (2.8)

��� F ∈ L2(Ω, P ), ������� Γ(u), u ∈ [0, 1]:

Γ(u)F :=
∞∑

n=0

unFn. (2.9)

�� Θ(u) := Γ(
√
u)F , 	 Θ(1) = F . �
 F ∈ L2(Ω, P ), 	 ‖F‖2 := E(|F |2). ��

ΦΘ(u) := d
du(‖Θ(u)‖2), 	


ΦΘ(u) =
∞∑

n=0

nun−1E(|Fn|2).

�
: ‖Θ(u)‖2 = E(|Θ(u)|2) =
∑∞

n=0E(un|Fn|2), 
������:

�� 2.1 �
 F ∈ L2(Ω, P ), 	 F ∈ U ���� ΦΘ(1) < +∞.

��������� Brown�����������: � Hn(x), x ∈ R, 
�����

n � Hermite ���,

Hn(x) =
(−1)n

n!
exp

(
x2

2

)
∂n

∂xn
exp

(
−x

2

2

)
,

	��
� t ∈ [0, T ], x ∈ R,

exp
(
tx− t2

2

)
=

∞∑
n=0

tnHn(x). (2.10)

����

exp
(
iuξ(BH,K

t −BH,K
s ) +

1
2
u2ξ2Var(BH,K

t −BH,K
s )

)

=
∞∑

n=0

(iu)nσn(s, t, ξ)Hn

(
ξ(BH,K

t −BH,K
s )

σ(s, t, ξ)

)
, (2.11)

�� i =
√−1, ξ ∈ R, σ(s, t, ξ) =

√
Var(BH,K

t −BH,K
s )ξ2.
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	���: ���Brown�����
�����
��

�� {Hn(x), x ∈ R}n∈Z+ �
�, �� (2.7) ���

(iu)nσn(s, t, ξ)Hn

(
ξ(BH,K

t −BH,K
s )

σ(s, t, ξ)

)


 exp(iuξ(BH,K
t −BH,K

s ) + 1
2u

2ξ2Var(BH,K
t −BH,K

s ))� n�����. �
� BH,K
t −BH,K

s

		 BH1,K1
t − BH2,K2

t , �����	
���� (�������� [9] � [11]).

3 ��������������

������� Brown�����
����.���	����,�	����

���:

�� 3.1[14] ��

� 0 < a < b, BH,K � I = [a, b] ��� ϕ(r) = r2HK 
�
�

�
��, ���

� c � r0, ���
� t ∈ I � 0 < r � min{t, r0}, 

Var(BH,K

t |BH,K
s : s ∈ I, r � |s− t| � r0) � cϕ(r). (3.1)

���� [18, 19] �����
��
��, 
�����: �
 0 � t1 < t2 < · · · <
tn < T , 	��
� m > 0, ���
� ui ∈ R, i = 2, 3, . . . , n,

Var
( n∑

i=2

ui(B
H,K
ti

−BH,K
ti−1

)
)

� m

n∑
i=2

u2
i |ti − ti−1|2HK . (3.2)

���	����, �

Λ := {(s, t, s′, t′); 0 < s < t < T, 0 < s′ < t′ < T }, (3.3)

Λ1 := {(s, t, s′, t′); 0 < s < t < s′ < t′ < T },
Λ2 := {(s, t, s′, t′); 0 < s < s′ < t < t′ < T }

��

Λ3 := {(s, t, s′, t′); 0 < s′ < s < t < t′ < T }.
�� 3.1 (��
������) ��

Sε(T,H,K) :=
∫ T

0

∫ t

0

pε(B
H,K
t −BH,K

s )dsdt.

�
 H ∈ (0, 1)� K ∈ (0, 1], 	� ε→ 0 �, Sε(T,H,K) � L2(Ω, P ) 
���
, ��	�

�� S(T,H,K) �
 L2(Ω, P ) ���
.

�� �	��������.

� 1 �: ����
� ε > 0, Sε(T,H,K) ∈ L2(Ω, P ). ���, ��

Sε(T,H,K) =
∫ T

0

∫ t

0

pε(B
H,K
t −BH,K

s )dsdt

=
1
2π

∫ T

0

∫ t

0

∫
R

exp(iξ(BH,K
t −BH,K

s )) × exp
(
− ε|ξ|2

2

)
dξdsdt, (3.4)

��

E(|Sε(T,H,K)|2)
= E

(
1

4π2

∫
Λ

∫
R2

exp(iξ(BH,K
t −BH,K

s ) + iη(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))

× exp
(
− ε(|ξ|2 + |η|2)

2

)
dξdηdsdtds′dt′

)
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=
1

4π2

∫
Λ

∫
R2
E(exp(iξ(BH,K

t −BH,K
s ) + iη(BH,K

t′ −BH,K
s′ )))

× exp
(
− ε(|ξ|2 + |η|2)

2

)
dξdηdsdtds′dt′

� 1
4π2

∫
Λ

∫
R2
E(exp(iξ(BH,K

t −BH,K
s ) + iη(BH,K

t′ −BH,K
s′ )))dξdηdsdtds′dt′

=
1

4π2

∫
Λ

∫
R2

exp
(
− Var(ξ(BH,K

t −BH,K
s ) + η(BH,K

t′ −BH,K
s′ ))

2

)
dξdηdsdtds′dt′

=
1

2π2

( ∫
Λ1

+
∫

Λ2

+
∫

Λ3

)∫
R2

exp
(
− Var(ξ(BH,K

t −BH,K
s ) + η(BH,K

t′ −BH,K
s′ ))

2

)

×dξdηdsdtds′dt′

:=
1

2π2
(A1 +A2 +A3).

�

M := Var(ξ(BH,K
t −BH,K

s ) + η(BH,K
t′ −BH,K

s′ )).

�� (3.2) �, � 3 	���� E(|Sε(T,H,K)|2):
(1) �
 (s, t, s′, t′) ∈ Λ1, 	

M � m(ξ2(t− s)2HK + η2(t′ − s′)2HK). (3.5)

��

A1 =
1

2π2

∫
Λ1

∫
R2
e−

M
2 dξdηdsdtds′dt′

� 1
2π2

∫
Λ1

∫
R2
e−

m
2 [ξ2(t−s)2HK+η2(t′−s′)2HK ]dξdηdsdtds′dt′

=
1
mπ

∫
Λ1

((t− s)(t′ − s′))−HKdsdtds′dt′ < +∞. (3.6)

(2) �
 (s, t, s′, t′) ∈ Λ2, 	

M = Var(ξ(BH,K
s′ −BH,K

s ) + (ξ + η)(BH,K
t −BH,K

s′ ) + η(BH,K
t′ −BH,K

t ))

�m(ξ2(s′ − s)2HK + (ξ + η)2(t− s′)2HK + η2(t′ − t)2HK)

�m(ξ2(s′ − s)2HK + (ξ + η)2(t− s′)2HK ). (3.7)

��

A2 =
1

2π2

∫
Λ2

∫
R2
e−

M
2 dξdηdsdtds′dt′

� 1
2π2

∫
Λ2

∫
R2
e−

m
2 [ξ2(s′−s)2HK+(ξ+η)2(t−s′)2HK ]dξdηdsdtds′dt′

=
1
mπ

∫
Λ2

((s′ − s)(t− s′))−HKdsdtds′dt′ < +∞. (3.8)

(3) �
 (s, t, s′, t′) ∈ Λ3, 	

M = Var(ξ(BH,K
t −BH,K

s ) + η(BH,K
s −BH,K

s′ )

+η(BH,K
t −BH,K

s ) + η(BH,K
t′ −BH,K

t ))

�m(ξ2(t− s)2HK + η2[(s− s′)2HK + (t− s)2HK + (t′ − t)2HK ])

�m(ξ2(t− s)2HK + η2(s− s′)2HK). (3.9)
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	���: ���Brown�����
�����
��

��

A3 =
1

2π2

∫
Λ3

∫
R2
e−

M
2 dξdηdsdtds′dt′

� 1
2π2

∫
Λ3

∫
R2
e−

m
2 [ξ2(t−s)2HK+η2(s−s′)2HK ]dξdηdsdtds′dt′

=
1
mπ

∫
Λ3

((t− s)(s− s′))−HKdsdtds′dt′ < +∞. (3.10)

�	, ��
 H ∈ (0, 1) � K ∈ (0, 1], ��


E(|Sε(T,H,K)|2) < +∞. (3.11)

� 2 �: �� {Sε(T,H,K), ε > 0} 
 L2(Ω, P ) �� Cauchy �. � m, n ∈ N, ����

��, �� p ∈ N, m = n+ p.

E((S 1
n+p

(T,H,K) − S 1
n
(T,H,K))2)

= E

(
1

4π2

∫
Λ

∫
R2

exp(iξ(BH,K
t −BH,K

s ) + iη(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))

×(e−
1

2(n+p) |ξ|2 − e−
1
2n |ξ|2)(e−

1
2(n+p) |η|2 − e−

1
2n |η|2)dξdηdsdtds′dt′

)

� C sup
ξ∈R

fn(ξ)
∫

Λ

∫
R2
E(exp(iξ(BH,K

t −BH,K
s ) + iη(BH,K

t′ −BH,K
s′ )))

×dξdηdsdtds′dt′, (3.12)

��

fn(ξ) := (e−
1

2(n+p) |ξ|2 − e−
1
2n |ξ|2)2.

���� n→ ∞ �,

sup
ξ∈R

fn(ξ) → 0. (3.13)

��
���:

(i) ��
 ξ ∈ R,

fn(ξ) → 0, n→ ∞. (3.14)

(ii) ��
 n � 1, �� C > 0, �

|fn(ξ) − fn(η)| � C|ξ − η|, ξ, η ∈ R. (3.15)


� (3.14) �	�. ��, � n ∈ N,

sup
n

sup
ξ∈R

∣∣∣∣dfn(ξ)
dξ

∣∣∣∣ � sup
n

sup
ξ∈R

2|fn(ξ)|
(
e−

1
2(n+p) |ξ|2 |ξ|

n+ p
+ e−

1
2n |ξ|2 |ξ|

n

)
� C.

������, �	
 (3.15) �. ����, 	� 1 ��,

E(exp(iξ(BH,K
t −BH,K

s ) + iη(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))) < +∞, (3.16)

	

E((S 1
n+p

(T,H,K) − S 1
n
(T,H,K))2) → 0, n→ ∞, (3.17)


� {Sε(T,H,K), ε > 0} 
 L2(Ω, P ) �� Cauchy �. ��� limε→0 Sε(T,H,K) ��, 	

�� S(T,H,K) := limε→0 Sε(T,H,K) ∈ L2(Ω, P ). �� L2(Ω, P ) 
�� Banach�, ��

S(T,H,K) ∈ L2(Ω, P ). ��.
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���� A �: �� � 39 � � 2 �

������
���	��. �	, ���	��
���� (���� Hu[9] �

Jiang� Wang[11] ������ Brown�������), ��������� Brown��

���. �

as,t := Var(BH,K
t −BH,K

s ), (3.18)

��

ρs,t,s′,t′ :=E((BH,K
t −BH,K

s )(BH,K
t′ −BH,K

s′ )). (3.19)

�� 3.1 �

d(u; s, t, s′, t′) := d(u;H,K, s, t, s′, t′) = as,tas′,t′ − u2ρ2
s,t,s′,t′ ,

�� (u, s, t, s′, t′)∈ [0, 1]×Λ. �

∫
Λ ρ

2
s,t,s′,t′(d(1; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′<+∞,	 S(T,H,K)∈

U.

�� 
�� 3.1 �����, ��� ε > 0, 
 Sε(T,H,K) ∈ L2(Ω, P ). �


Sε(T,H,K) �����, ��

exp(iξ(BH,K
t −BH,K

s ))

= exp
(
− 1

2
ξ2Var(BH,K

t −BH,K
s )

)

× exp
(
iξ(BH,K

t −BH,K
s ) +

1
2
ξ2Var(BH,K

t −BH,K
s )

)
. (3.20)

�������� X , ��

Υu(X) := exp
(
uX − 1

2
u2Var(X)

)
, u ∈ [0, 1]. (3.21)

		 (2.11)��

Υ1(iξ(B
H,K
t −BH,K

s )) =
∞∑

n=0

inσn(s, t, ξ)Hn

(
ξ(BH,K

t −BH,K
s )

σ(s, t, ξ)

)
.

�

ψu(s, t, ξ) = exp
(
− 1

2
Var(BH,K

t −BH,K
s )ξ2

)
Υu(iξ(BH,K

t −BH,K
s )). (3.22)

�� (2.9) � (3.4) �,

Γ(u)(Sε(T,H,K)) =
1
2π

∫ T

0

∫ t

0

∫
R

ψu(s, t, ξ) exp
(
− ε|ξ|2

2

)
dξdsdt. (3.23)

	

Jε(u, T,H,K) := E(|Γ(
√
u)Sε(T,H,K)|2). (3.24)

�� (3.23)�, 


Jε(u, T,H,K) =
1

(2π)2

∫
Λ

∫
R2
E(ψ√u(s, t, ξ)ψ√u(s′, t′, η))

× exp(−ε(|ξ|2 + |η|2)/2)dξdηdsdtds′dt′. (3.25)

�

�
	���
	�� Gauss ���� (X,Y ), 


E (Υu(X)Υv(Y )) = exp (uvCov(X,Y )) . (3.26)

� 0 � s < t � T � 0 � s′ < t′ � T ,�⎧⎨
⎩
X = BH,K

t −BH,K
s ,

Y = BH,K
t′ −BH,K

s′ .
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	���: ���Brown�����
�����
��

�	������� (X,Y ) 
	 (3.26) �. �

E(ξ(BH,K
t −BH,K

s )η(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))

= ξηE((BH,K
t −BH,K

s )(BH,K
t′ −BH,K

s′ )),

	


E(Υ√u(iξ(BH,K
t −BH,K

s ))Υ√u(iη(BH,K
t′ −BH,K

s′ )))

= exp(−uξηE((BH,K
t −BH,K

s )(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))). (3.27)

�		 (3.22) � (3.27) �


E(ψ√u(s, t, ξ)ψ√u(s′, t′, η)) = exp
(
− 1

2
Var(BH,K

t −BH,K
s )ξ2 − 1

2
Var(BH,K

t′ −BH,K
s′ )η2

−uξηE((BH,K
t −BH,K

s )(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))
)
> 0.

��� ∫
R2
E(ψ√u(s, t, ξ)ψ√u(s′, t′, η)) exp

(
− ε(|ξ|2 + |η|2)

2

)
dξdη

�
∫

R2
E(ψ√u(s, t, ξ)ψ√u(s′, t′, η))dξdη

� 2π(d(u; s, t, s′, t′))−
1
2 ,

�� d(u; s, t, s′, t′) ��� 3.1 �
��.


 (3.25) ���

Jε(u, T,H,K) � 1
2π

∫
Λ

(d(u; s, t, s′, t′))−
1
2 dsdtds′dt′.

	

dε(u; s, t, s′, t′) := dε(u;H,K, s, t, s′, t′)

:= (as,t + ε)(as′,t′ + ε) − u2ρs,t,s′,t′ .

	 (3.22) � (3.25)�, 


Jε(u, T,H,K) =
1
2π

∫
Λ

(dε(u; s, t, s′, t′))−
1
2 dsdtds′dt′.

��
∂

∂u
Jε(u, T,H,K) = −c

∫
Λ

(dε(u; s, t, s′, t′))−
3
2
∂

∂u
(dε(u; s, t, s′, t′))dsdtds′dt′, (3.28)

�� c > 0 

�. �	��
∂

∂u
(dε(u; s, t, s′, t′)) = −2uρs,t,s′,t′ . (3.29)

�	,

(dε(u; s, t, s′, t′))−
3
2
∂

∂u
(dε(u; s, t, s′, t′))

= −2uρ2
s,t,s′,t′((as,t + ε)(as′,t′ + ε) − u2ρ2

s,t,s′,t′)
− 3

2

� −2uρ2
s,t,s′,t′(as,tas′,t′ − u2ρ2

s,t,s′,t′)
− 3

2

= −2uρ2
s,t,s′,t′(d(u; s, t, s′, t′))−

3
2 .

�	 (3.28) �,
∂

∂u
Jε(u, T,H,K) � 2c

∫
Λ

uρ2
s,t,s′,t′(d(u; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′.
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�� ΦΘ(u) = d
du (‖Θ(u)‖2) � (3.24) �, �


ΦJε(u) � 2c
∫

Λ

uρ2
s,t,s′,t′(d(u; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′.

���� 2.1, S(T,H,K) ∈ U ���� ΦJε(1) < +∞. ����.

��	����.

�� 3.2 (��
���	��) � S(T,H,K)
��� (H,K)���� Brown�

����
��. �
 H ∈ (0, 1), K ∈ (0, 1] � HK ∈ (0, 2
3 ), 	 S(T,H,K) ∈ U.

�� 	�� 3.1, ����∫
Λ

ρ2
s,t,s′,t′ (d(1; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′ < +∞, (3.30)

�� d(1; s, t, s′, t′) = as,tas′,t′ − ρ2
s,t,s′,t′ .

�� (3.3) �� Λ ���, ����� 3.1 ���� 3 	����� (3.25) �.

(1) Λ1 = {(s, t, s′, t′); 0 < s < t < s′ < t′ < T },	 e = t− s� f = t′− s′. 	 (3.5)���

Var(ξ(BH,K
t −BH,K

s ) + η(BH,K
t′ −BH,K

s′ )) � m(ξ2e2HK + η2f2HK). (3.31)

���

as,tξ
2 + 2ρs,t,s′,t′ξη + as′,t′η

2 � m(ξ2e2HK + η2f2HK),

���
 ξ, η ∈ R, 


(as,t −me2HK)ξ2 + 2ρs,t,s′,t′ξη + (as′,t′ −mf2HK)η2 � 0.


�

Δ = (2ρs,t,s′,t′)2 − 4(as,t −me2HK)(as′,t′ −mf2HK) � 0.

���

as,tas′,t′ − ρ2
s,t,s′,t′ � me2HKf2HK . (3.32)

��� (2.2) � (3.18) �,

|ρs,t,s′,t′ | � √
as,tas′,t′ � 2−K(ef)HK .

��� H ∈ (0, 1) � K ∈ (0, 1] 
∫
Λ1

ρ2
s,t,s′,t′(d(1; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′

�
∫

Λ1

(2−K(ef)HK)2(me2HKf2HK)−
3
2 dsdtds′dt′

� C

∫
Λ1

(t− s)−HK(t′ − s′)−HKdsdtds′dt′ < +∞. (3.33)

(2) Λ2 = {(s, t, s′, t′); 0 < s < s′ < t < t′ < T }, 	 e = s′ − s, f = t− s′ � g = t′ − t. 	

(3.7) ��

Var(ξ(BH,K
t −BH,K

s ) + η(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))

� m(ξ2e2HK + (ξ + η)2f2HK + η2g2HK). (3.34)

���

as,tξ
2 + 2ρs,t,s′,t′ξη + as′,t′η

2 � m(ξ2e2HK + (ξ + η)2f2HK + η2g2HK),
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��

���
 ξ, η ∈ R,

(as,t −me2HK −mf2HK)ξ2 + 2(ρs,t,s′,t′ −mf2HK)ξη + (as′,t′ −mf2HK −mg2HK)η2 � 0.

��

Δ = (2(ρs,t,s′,t′ −mf2HK))2 − 4(as,t −me2HK −mf2HK)(as′,t′ −mf2HK −mg2HK) � 0.

��

as,tas′,t′ − ρ2
s,t,s′,t′

� mas,t(f2HK + g2HK) +mas′,t′(e2HK + f2HK) − 2mρs,t,s′,t′f
2HK

−m2(e2HKf2HK + f2HKg2HK + e2HKg2HK)

� m(as,tg
2HK + as′,t′e

2HK) −m2(e2HKf2HK + f2HKg2HK + e2HKg2HK),

���
�����:

|ρs,t,s′,t′ | � √
as,tas′,t′ � 1

2
(as,t + as′,t′).

��� (2.2) � (3.18) �

as,t � 2−K(e+ f)2HK , as′,t′ � 2−K(f + g)2HK .

	��

� m̄, �

as,tg
2HK + as′,t′e

2HK � m̄(e2HKf2HK + f2HKg2HK + e2HKg2HK).

	������, ��������

� m̂, �

as,tas′,t′ − ρ2
s,t,s′,t′ � m̂((e+ f)2HKg2HK + (f + g)2HKe2HK)

�C((e+ f)HK(f + g)HKeHKgHK)

�C(e
4HK

3 f
4HK

3 g
4HK

3 ), (3.35)


������
 e+ f � Ce
2
3 f

1
3 . ��, �� (2.2) � (3.18) �, 


|ρs,t,s′,t′ |�√
as,tas′,t′

� 2−K((t− s)(t′ − s′))HK

= 2−K((e+ f)(f + g))HK

� 2−K(eHKfHK + fHKgHK + eHKgHK + f2HK).

	

ρ2
s,t,s′,t′ �C(e2HKf2HK + f2HKg2HK + e2HKg2HK + f4HK). (3.36)

� (3.35) � (3.36) �, 


ρ2
s,t,s′,t′(d(1; s, t, s′, t′))−

3
2 �C((e+ f)2HKg2HK + (f + g)2HKe2HK))−

1
2

+C((e+ f)2HKg2HK + (f + g)2HKe2HK)−
3
2 f4HK

�Ce−
2HK

3 f− 2HK
3 g−

2HK
3

+C(f2HKg2HK + f2HKe2HK)−
3
2 f4HK

�Ce−
2HK

3 f− 2HK
3 g−

2HK
3 + Ce−

3HK
2 fHKg−

3HK
2 .

�� H ∈ (0, 1), K ∈ (0, 1] � HK ∈ (0, 2
3 ), 	�∫

Λ2

ρ2
s,t,s′,t′(d(1; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′ < +∞. (3.37)
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(3) Λ3 = {(s, t, s′, t′); 0 < s′ < s < t < t′ < T }, � e = s− s′, f = t − s � g = t′ − t. 	

(3.9) ���

Var(ξ(BH,K
t −BH,K

s ) + η(BH,K
t′ −BH,K

s′ )) � m(ξ2f2HK + η2[e2HK + f2HK + g2HK ]).

����		��, ����

as,tas′,t′ − ρ2
s,t,s′,t′ � m(e+ f + g)2HKf2HK , (3.38)

�

|ρs,t,s′,t′ | � CfHK(e+ f + g)HK .

�� ∫
Λ3

ρ2
s,t,s′,t′(d(1; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′

� C

∫
Λ3

(fHK(e+ f + g)HK)2((e+ f + g)2HKf2HK)−
3
2 dsdtds′dt′

= C

∫
Λ3

(e+ f + g)−HKf−HKdsdtds′dt′

= C

∫
Λ3

(t′ − s′)−HK(t− s)−HKdsdtds′dt′ < +∞, (3.39)

�� H ∈ (0, 1), K ∈ (0, 1].

����, ∫
Λ

ρ2
s,t,s′,t′(d(1; s, t, s′, t′))−

3
2 dsdtds′dt′

= 2
( ∫

Λ1

+
∫

Λ2

+
∫

Λ3

)
ρ2

s,t,s′,t′(d(1; s, t, s′, t′))−
3
2 dsdtds′dt′

< +∞. (3.40)

��.

4 �������������

� BHi,Ki = {BHi,Ki

t , t � 0} (i ∈ {1, 2}) 
	������� Brown ��. �����

���������
������, �����������	�	��.

�� 4.1 � Hi ∈ (0, 1), Ki ∈ (0, 1], i = 1, 2,

ãt := Var(BH1,K1
t −BH2,K2

t ) = t2H1K1 + t2H2K2 ,

��

ρ̃s,t :=E((BH1,K1
t −BH2,K2

t )(BH1,K1
s −BH2,K2

s ))

=
1

2K1
((t2H1 + s2H1)K1 − |t− s|2H1K1)

+
1

2K2
((t2H2 + s2H2)K2 − |t− s|2H2K2),

	 ∫ T

0

∫ T

0

(ãtãs − ρ̃2
s,t)

− 1
2 dsdt < +∞. (4.1)
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��

�� 	� BH1,K1 � BH2,K2 
	������� Brown��, ���
 ξ, η ∈ R,

Var(ξ(BH1,K1
t −BH2,K2

t ) + η(BH1,K1
s −BH2,K2

s ))

= Var((ξBH1,K1
t + ηBH1,K1

s ) − (ξBH2,K2
t + ηBH2,K2

s ))

= Var(ξBH1,K1
t + ηBH1,K1

s ) + Var(ξBH2,K2
t + ηBH2,K2

s )

� Var(ξBH,K
t + ηBH,K

s ), (4.2)

�� (H,K) = (H1,K1) � (H2,K2).

� s � t, ���� 3.1, ��
������
� m < 1, �

Var(ξBH,K
t + ηBH,K

s ) = Var(ξ(BH,K
t −BH,K

s ) + (ξ + η)BH,K
s )

�m(ξ2(t− s)2HK + (ξ + η)2s2HK). (4.3)

	 (4.2) � (4.3) ���

ãtξ
2 + 2ρ̃s,tξη + ãsη

2 � m(ξ2(t− s)2HK + (ξ + η)2s2HK),

���
 ξ, η ∈ R, 


(ãt −m(t− s)2HK −ms2HK)ξ2 + 2(ρ̃s,t −ms2HK)ξη + (ãs −ms2HK)η2 � 0,

	

Δ = (2(ρ̃s,t −ms2HK))2 − 4(ãt −m(t− s)2HK −ms2HK)(ãs −ms2HK) � 0.

��

ãtãs − ρ̃2
s,t

� mãts
2HK +mãs((t− s)2HK + s2HK) − 2mρ̃s,ts

2HK −m2s2HK(t− s)2HK .

	�

|ρ̃s,t| �
√
ãtãs � 1

2
(ãt + ãs),

�

ãs = s2H1K1 + s2H2K2 � s2HK .

���

ãtãs − ρ̃2
s,t � m(1 −m)s2HK(t− s)2HK . (4.4)

�� H ∈ (0, 1) � K ∈ (0, 1], ��∫ T

0

∫ T

0

(ãtãs − ρ̃2
s,t)

− 1
2 dsdt � C(m)

∫ T

0

∫ T

0

s−HK(t− s)−HKdsdt < +∞.

����.

�� 4.1 (��
������) ��

Iε(H,K, T ) := Iε(H1, H2,K1,K2, T ) :=
∫ T

0

pε(B
H1,K1
t −BH2,K2

t )dt.

�
 Hi ∈ (0, 1), Ki ∈ (0, 1] (i = 1, 2), 	� ε → 0 �, Iε(H,K, T ) � L2(Ω, P ) 
���
,

��	��� I(H,K, T ) �
 L2(Ω, P ) ���
.

�� �	������.
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� 1 �: ����� ε > 0, Iε(H,K, T ) ∈ L2(Ω, P ). ���, ��

Iε(H,K, T ) =
∫ T

0

pε(B
H1,K1
t −BH2,K2

t )dt

=
1
2π

∫ T

0

∫
R

exp(iξ(BH1,K1
t −BH2,K2

t )) × exp
(
− ε|ξ|2

2

)
dξdt, (4.5)

��

E(|Iε(H,K, T )|2)

= E

(
1

4π2

∫ T

0

∫ T

0

∫
R2

exp(iξ(BH1,K1
t −BH2,K2

t ) + iη(BH1,K2
s −BH2,K2

s ))

× exp
(
− ε(|ξ|

2 + |η|2)
2

)
dξdηdsdt

)

=
1

4π2

∫ T

0

∫ T

0

∫
R2
E(exp(iξ(BH1,K1

t −BH2,K2
t ) + iη(BH1,K2

s −BH2,K2
s )))

× exp
(
− ε(|ξ|

2 + |η|2)
2

)
dξdηdsdt. (4.6)

��,

E(exp(iξ(BH1,K1
t −BH2,K2

t ) + iη(BH1,K2
s −BH2,K2

s )))

= exp
(
− Var(ξ(BH1,K1

t −BH2,K2
t ) + η(BH1,K1

s −BH2,K2
s ))

2

)
. (4.7)

	 detCov(X1, X2) 	 Gauss ���� (X1, X2) ���������. ���� n× n 	


��� Γ 
	 ∫
Rn

[det(Γ)]1/2

(2π)n/2
exp

(
− 1

2
x′Γx

)
dx = 1. (4.8)

	� (BH1,K1
t −BH2,K2

t , BH1,K1
s −BH2,K2

s )
��
	�� Gauss��,� detCov(BH1,K1
t −

BH2,K2
t , BH1,K1

s −BH2,K2
s ) 
��
�������. 
�	 (4.8) ��∫

R2
exp

(
− Var(ξ(BH1,K1

t −BH2,K2
t ) + η(BH1,K1

s −BH2,K2
s ))

2

)
dξdη

= 2π[detCov(BH1,K1
t −BH2,K2

t , BH1,K1
s −BH2,K2

s )]−
1
2

= 2π(ãtãs − ρ̃2
s,t)

− 1
2 . (4.9)

�	, � (4.6), (4.7), (4.9) ���� 3.1 �

E(|Iε(H,K, T )|2)

� 1
4π2

∫ T

0

∫ T

0

∫
R2
E(exp(iξ(BH1,K1

t −BH2,K2
t ) + iη(BH1,K1

s −BH2,K2
s )))dξdηdsdt

� 1
2π

∫ T

0

∫ T

0

(ãtãs − ρ̃2
s,t)

− 1
2 dsdt < +∞, (4.10)

�� Hi ∈ (0, 1
2 ), Ki ∈ (0, 1] (i = 1, 2). ����
 Hi ∈ (0, 1

2 ) � Ki ∈ (0, 1] (i = 1, 2), 	�

�
 ε > 0, E(|Iε(H,K, T )|2) < +∞.

� 2 �: �� {Iε(H,K, T ), ε > 0} 
 L2(Ω, P ) �� Cauchy �. �������� 3.1

211



	���: ���Brown�����
�����
��

��� 2 �, ���∫
Λ

∫
R2

exp(iξ(BH,K
t −BH,K

s ) + iη(BH,K
t′ −BH,K

s′ ))

×(e−
1

2(n+p) |ξ|2 − e−
1
2n |ξ|2)(e−

1
2(n+p) |η|2 − e−

1
2n |η|2)dξdηdsdtds′dt′

�		 ∫ T

0

∫ T

0

∫
R2

exp(iξ(BH1,K1
t −BH2,K2

t ) + iη(BH1,K1
s −BH2,K2

s ))

×(e−
1

2(n+p) |ξ|2 − e−
1
2n |ξ|2)(e−

1
2(n+p) |η|2 − e−

1
2n |η|2)dξdηdsdt.

��	�, �	��.

�����
������, ����
��������	�	��.

�� 4.2 (��
���	��) � I(H,K, T ) 
��� (H1,K1) � (H2,K2) �	

������ Brown �� BH1,K1 � BH2,K2 ���
��. �
 Hi ∈ (0, 1), Ki ∈ (0, 1]

(i = 1, 2) �� min{H1K1, H2K2} < 1
3 , 	 I(H,K, T ) ∈ U.

�������, �������:

�� 4.1 � d̃(u; s, t) := d̃H1,H2,K1,K2(u; s, t) = ãsãt − u2ρ̃2
s,t, �� (u, s, t) ∈ [0, 1] ×

[0, T ]2. �
∫ T

0

∫ T

0
ρ̃2

s,t(d̃(1; s, t))−
3
2 dsdt < +∞, 	 I(H,K, T ) ∈ U.

�� �������� [11] ���� 3.1, ���������� Brown ����

����		��� Brown �����.

�� 4.2 ��� 	�� 4.1, ����∫ T

0

∫ T

0

(d̃(1; s, t))−
3
2 ρ̃2

s,tdsdt < +∞.

�



|ρ̃s,t| �
√
ãtãs = ((t2H1K1 + t2H2K2)(s2H1K1 + s2H2K2))

1
2 .

�

hk := min{H1K1, H2K2},

	 hk ∈ (0, 1
3 ). �� (4.4) �
∫ T

0

∫ T

0

(d̃(1; s, t))−
3
2 ρ̃2

s,tdsdt

�
∫ T

0

∫ T

0

(m(1 −m)s2hk(t− s)2hk)−
3
2 ((t2H1K1 + t2H2K2)(s2H1K1 + s2H2K2))dsdt

� C(m,T )
∫ T

0

∫ T

0

s−3hk(t− s)−3hkdsdt < +∞.

��.

�� ������������������.
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