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摘要 本文讨论了具有 Gauss 测度的 Sobolev 空间上的一元周期函数被三角多项式子

空间的最佳逼近及被 Fourier 部分和算子, Vallée-Poussin 算子, Cesàro 算子, Abel 算子和

Jackson 算子的逼近, 得到了平均误差估计. 证明了在平均框架下, 在 Lq (1 � q < ∞) 空

间尺度下三角多项式子空间是渐进最优的子空间, 但是在 L∞ 空间尺度下, 三角多项式子

空间不是渐进最优的子空间. 还证明了, Fourier 部分和算子和 Vallée-Poussin 算子在 Lq

(1 � q � ∞) 空间尺度下是渐进最优的线性算子. 注意到在平均框架以及 Lq (1 � q < ∞)

空间尺度下,渐进最优的线性算子,如 Fourier部分和算子及 Vallée-Poussin算子,与最优的

非线性算子的逼近效果一样好.
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1 引言

设 X 是具有范数 ‖ · ‖X 的赋范线性空间, K 是 X 的一个有界子集, T 是从 X 到 X 上

的一个有界线性算子, F 是 X 上的一个子空间. 量
E(K, F, X) := sup

x∈K
e(x, F )X := sup

x∈K
inf
y∈F

‖x − y‖X , E(K, T, X) := sup
x∈K

‖x − Tx‖X

分别叫做 K 对 F 的偏差和 K 被算子 T 逼近的误差. 它们反映了 K 中的 “最坏” 元素被 F

和 T 的逼近程度. 量
dn(K, X) := inf

Fn

E(K, Fn, X),

叫做 K 在 X 中的 Kolmogorov n-宽度, 这里 Fn 取遍 X 中的所有维数不超过 n 的线性子

空间. 它反映了 K 中的 “最坏” 元素被 n-维线性子空间逼近的最佳误差. K 在 X 中的线性

n-宽度定义为:

λn(K, X) := inf
Tn

E(K, Tn, X),

引用格式: 汪和平,张艳伟,翟学博.具有 Gauss测度的 Sobolev空间上的函数逼近. 中国科学 A, 2009, 39(6): 719–730
Wang H P, Zhang Y W, Zhai X B. Approximation of functions on the Sobolev space with a Gaussian
measure. Sci China Ser A, 2009, 52, DOI: 10.1007/s11425-009-0113-8
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这里 Tn 取遍 X 上所有秩不超过 n 的线性算子. 它反映了 K 中的 “最坏” 元素被秩为 n 的

线性算子逼近的误差. 更多关于 Kolmogorov和线性宽度的信息参见文献 [1, 2].

设 W 是一个 Banach 空间, B 为 W 中所有开子集生成的 Borel 域, μ 为定义在 B 上的
一个概率测度. 对于 1 � p < ∞, W 对 F 的 p-平均偏差和 W 被 T 逼近的 p-平均误差分别

定义为:

E(W, F, μ, X)p :=
( ∫

W

(e(x, F )X)pdμ(x)
)1/p

和

E(W, T, μ, X)p :=
( ∫

W

(‖x − Tx‖X)pdμ(x)
)1/p

.

它们反映了 W 中的 “大多数” 元素被 F 和 T 的逼近程度. 类似的, 对于 1 � p < ∞, p-平均

Kolmogorov n-宽度和 p-平均线性 n-宽度分别定义为:

d(a)
n (W, μ, X)p = inf

Fn

( ∫
W

e(x, Fn)p
Xdμ(x)

)1/p

和

λ(a)
n (W, μ, X)p = inf

Tn

( ∫
W

‖x − Tnx‖p
Xdμ(x)

)1/p

.

它们反映了 W 中的 “大多数” 元素被 n-维线性子空间和秩为 n 的线性算子的最佳逼近误

差. 因此,在最坏框架下,逼近强调的是 “最坏”元素的行为,而在平均框架下,逼近强调的是

“大多数” 元素的行为. 我们注意到, 在平均框架下逼近效果好的方法, 在最坏框架下逼近效

果并不一定好. 和最坏框架情况相比, 在平均框架下的逼近结果与实际经验更加匹配.

在这篇论文中, 我们讨论具有 Gauss 测度的 Sobolev 空间上的一元周期函数被三角多

项式子空间的最佳逼近及被常见的线性算子逼近的问题. 对 Wiener 空间上的连续函数, 类

似的逼近问题在文献 [3–6] 中已经研究过了. 更多关于平均框架下的结果参见文献 [7, 8]. 文

献 [9–12] 采用了离散化方法得到了具有 Gauss 测度的 Sobolev 空间的平均 Kolmogorov 宽

度和平均线性宽度的渐近阶. 但是, 这种离散化方法没有给出渐进最优的线性子空间和渐进

最优的线性算子. 在这篇论文中, 我们得到了在平均框架下, 三角多项式子空间的最佳逼近

及 Fourier 部分和算子, Vallée-Poussin算子, Cesàro 算子, Abel 算子, Jackson 算子逼近的平

均误差估计的渐进阶. 我们证明了, 在平均框架及 Lq (1 � q < ∞) 空间尺度下, 三角多项式

子空间是渐进最优的线性子空间, 但是在 L∞ 空间尺度下, 三角多项式子空间不是渐进最优

的线性子空间. 我们还证明了, Fourier部分和算子和 Vallée-Poussin算子,在 Lq (1 � q � ∞)

空间尺度下是渐进最优的线性算子. 注意到在平均框架及 Lq (1 � q < ∞)空间尺度下,渐进

最优线性算子, 如 Fourier 部分和算子和 Vallée-Poussin算子, 与最优的非线性算子的逼近效

果一样好. 另外, Cesàro算子, Abel 算子和 Jackson算子都具有饱和性.

2 主要结果

假设 1� q � ∞, 用 Lq 表示所有以 2π 为周期的具有有限 Lq 范数的可测函数 f 组成的

集合, 其中 f 的 Lq 范数为

‖f‖q =
(

1
2π

∫ 2π

0

|f(x)|q dx

)1/q

, 1 � q � ∞.
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(若 q = ∞, 则用本性上确界取代积分.) 我们考虑所有的以 2π 为周期的可测函数 x(t) (t ∈
[0, 2π]) 组成的 Hilbert 空间 L2, 其中 x(t) 的 Fourier 级数为

x(t) =
∑
k∈Z

x̂(k) exp (ikt) :=
∑
k∈Z

x̂(k)ek(t), x̂(k) = 〈x, ek〉, ek(t) := exp (ikt),

x(t) 和 y(t) 的内积定义为

〈x, y〉 = (2π)−1

∫ 2π

0

x(t)y(t)dt, x, y ∈ L2.

对于任意的 r ∈ R, 设 Drx := x(r) 为 x 在分布意义下的 r-次 Weil 导数, 即,

Drx(t) := x(r)(t) =
∑

k

′
(ik)rx̂(k)ek(t)

(
(ik)r = |k|r exp

(
πi

2
sign r

))
,

其中
∑′

k 表示对所有的 k ∈ Z \ {0} 求和. 对 r > 0, Sobolev 空间 W r
2 定义为:

W r
2 =

{
x(r) ∈ L2 :

∫ 2π

0

x(t) dt = 0
}

=
{

x(t) =
∑
k∈Z

x̂(k)ek(t) : x̂(0) = 0,
∑

k

′
|k|2r|x̂(k)|2 < ∞

}
,

其范数为 ‖x‖2
W r

2
= 〈x(r), x(r)〉. 那么, Sobolev 空间 W r

2 是一个 Hilbert 空间, 其内积定义为

〈x, y〉r = 〈x(r), y(r)〉.

我们赋予 W r
2 一个 Gauss 测度 μ, 其均值为零, 其相关算子 Cμ 的特征函数 ek =

exp(ik(·)) 相应的特征值是
λk = |k|−s, s > 1,

则有,

Cμek = λkek, k ∈ Z \ {0}. (2.1)

因此,

Cμx =
∑

k

′
x̂(k)λkek = exp

iπ

2

∑
k

′
x̂(k)(ik)−sek = exp

iπ

2
x(−s).

另外, 由 Gauss 测度的性质 (见文献 [13, pp. 48–49],我们有

〈Cμx, y〉r =
∫

W r
2

〈x, v〉r〈y, v〉r μ(dv). (2.2)

更多关于 Gauss 测度的信息参见文献 [13, 14].

当 r > max{0, 1
2 − 1

q }, 空间 W r
2 可紧嵌入到空间 Lq (1 � q � ∞) 中 (见文献 [15, p.

43]). 因此在平均框架下, 我们可以研究具有 Gauss 测度的 Sobolev 空间 W r
2 上的周期函数

在 Lq 空间尺度下的逼近. 用 Tn 表示次数不超过 n 的所有三角多项式组成的子空间, 对于

1 � p < ∞, 1 � q � ∞, 记

En(f)q := e(f, Tn)Lq := inf
g∈Tn

‖f − g‖q,

Epq(μ)n := E(W r
2 , Tn, μ, Lq)p =

( ∫
W r

2

En(x)p
q μ(dx)

) 1
p

,

和

Epq(Λ, μ) := E(W r
2 , Λ, μ, Lq)p =

( ∫
W r

2

‖x(t) − Λ(x, t)‖p
q μ(dx)

) 1
p

,
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其中 Λ 表示从 Lq 到 Lq 上的有界线性算子. 设 Λn = {λn(k)}k∈Z 是一个有界序列,

Λn(x, t) =
∑
k∈Z

λn(k)x̂(k)ek(t), n ∈ Z
+, (2.4)

是一个乘子,其中 x =
∑′

k x̂(k)ek(t) ∈ W r
2 . 本文主要研究在平均框架下周期函数被三角多项

式子空间的最佳逼近和一些常见算子的逼近问题, 主要结果如下:

定理 1 若 1 � p, q < ∞, s > 1, r > 1
2 , 乘子 Λn(x, t) 由 (2.4) 给出, 则

(i)

Epp(Λn, μ) = c
1
p
p

(∑
k

′
(1 − λn(k))2|k|−2r−s

) 1
2

, (2.5)

其中 cp = π− 1
2 2

p
2 Γ(p+1

2 ).

(ii)

Epq(Λn, μ) �
(∑

k

′
(1 − λn(k))2|k|−2r−s

) 1
2

, (2.6)

其中 A(n) � B(n) 表示 A(n) 	 B(n) 和 B(n) 	 A(n), A(n) 	 B(n) 表示存在一个不依赖

于 n 的正常数 c, 使得 A(n) � cB(n).

定理 2 若 1 � p < ∞, s > 1, r > 1
2 ,乘子 Λn(x, t) 由 (2.4)给出,则对任意整数 m > p,

有

Ep∞(Λn, μ) 	 m
1
2

( 2m∑
|k|=1

(1 − λn(k))2|k|−2r−s

) 1
2

+
∞∑

k=m

k
1
2 2−k(r+ s

2 )

( 2k+1∑
|j|=2k+1

(1 − λn(j))2
) 1

2

. (2.7)

作为定理 1–2 的应用, 我们考虑平均框架下的常见线性算子的逼近. 在 (2.4) 中, 令

λn(k) =

⎧⎨
⎩1, |k| � n,

0, |k| > n,

我们得到 Fourier 部分和算子:

Sn(x, t) =
n∑

k=−n

x̂(k)ek(t);

在 (2.4) 中, 再令

λn(k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1, |k| � n,

2n − |k|
n

, n + 1 � |k| � 2n − 1,

0, |k| � 2n,

我们则得到 Vallée-Poussin算子:

Vn(x, t) =
n∑

k=−n

x̂(k)ek(t) +
2n−1∑

|k|=n+1

(
2n − |k|

n

)
x̂(k)ek(t).

定理 3 若 1 � p < ∞, s > 1, r > 1
2 . 则

Epq(μ)n � Epq(Sn, μ) � Epq(Vn, μ) �
{

n−(r+ s−1
2 ), 1 � q < ∞,

n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 , q = ∞.

(2.8)
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注 1 由文献 [10–12],我们知道, 对 1 � p < ∞, 有

d(a)
n (W r

2 , μ, Lq)p � n−(r+ s−1
2 ), 1 � q � ∞,

λ(a)
n (W r

2 , μ, Lq)p �
{

n−(r+ s−1
2 ), 1 � q < ∞,

n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 , q = ∞,

其中, d
(a)
n (W r

2 , μ, Lq)p 和 λ
(a)
n (W r

2 , μ, Lq)p 分别表示具有 Gauss 测度 μ 的 Sobolev 空间 W r
2

在 Lq 空间尺度下的 p-平均 Kolmogorov n-宽度和 p-平均线性 n-宽度. 再由定理 3, 我们得

到, 在平均框架下, 三角多项式子空间在 Lq (1 � q < ∞) 空间尺度下是渐进最优的线性子空

间, 但在 L∞ 空间尺度下, 三角多项式子空间不是渐进最优的线性子空间. 我们注意到在最

坏框架下,三角多项式子空间在 Lq (2 < q � ∞) 空间尺度下不是渐进最优的线性子空间 (事

实上, 在最坏框架下, 渐近最优的线性子空间仍然是未知的).

另外, 在平均框架及 Lq (1 � q � ∞) 空间尺度下, Fourier 部分和算子 Sn 和 Vallée-

Poussin 算子 Vn 是渐近最优的线性算子. 我们注意到, 在平均框架以及 Lq (1 � q < ∞) 空

间尺度下, 渐进最优的线性算子与渐进最优的非线性算子的逼近效果一样好; 而在最坏框架

下, 渐进最优的线性算子和渐进最优的非线性算子在 Lq (2 < q � ∞) 空间尺度下相差因子

cn1/2−1/q (见文献 [15, pp. 50–51]),且 Fourier部分和算子 Sn 在 L∞ 空间尺度下不一致有界

(见文献 [15, p. 26]), 因为

‖Sn‖(∞,∞) := sup
x �=0

‖Snx‖∞
‖x‖∞

� ln n.

设 l � 2, n = 1, 2, . . . , 是正整数, 用 knl(t) 表示 Jackson核

knl(t) :=
1

τnl

(
sin (n′t/2)
sin (t/2)

)2l

,

其中 n′ = [n
l ]+1, τnl 是一个常数,满足 (2π)−1

∫ π

−π knl(t)dt = 1. 则 knl(t)是次数为 l(n′−1) =

l[n
l ] � n 的偶三角多项式并且

knl(t) = 1 + 2
l(n′−1)∑

k=1

ρ
kl

cos kt, ρ
kl

= (2π)−1
∫ π

−π

knl(t) cos ktdt.

Jackson算子定义为:

Jn(x, t) = (2π)−1
∫ π

−π

x(u)knl(t − u)du.

则 Jackson算子是一乘子:

Jn(x, t) =
l(n′−1)∑

k=−l(n′−1)

ρ|k|l x̂(k)ek(t). (2.9)

定理 4 若 1 � p < ∞, s > 1, r > 1
2 , 则

(i) 对 1 � q < ∞, 有

Epq(Jn, μ) �

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n−2, s > 5 − 2r,

n−2(ln n)
1
2 , s = 5 − 2r,

n−(r+ s−1
2 ), 1 < s < 5 − 2r,

(2.10)

723



汪和平等: 具有Gauss测度的 Sobolev空间上的函数逼近

(ii) 对 q = ∞, 有

Ep∞(Jn, μ) 	

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n−2(ln n)
1
2 , s > 5 − 2r,

n−2 ln n, s = 5 − 2r,

n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 , 1 < s < 5 − 2r.

(2.11)

在 (2.4) 中, 若令

λn(k) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(α)n−|k|
(α)n

, |k| � n,

0, |k| > n,

我们得到 Cesàro 算子:

Sα
n (x, t) =

n∑
k=−n

(α)n−|k|
(α)n

x̂(k)ek(t),

其中 α > 0, (α)n = Γ(n + α + 1)/Γ(α + 1)Γ(n + 1) 是 Cesàro 数. 特别的, 如果 α = 1, 则

Cesàro 算子退化为 Fejér 算子:

Fn(x, t) =
n∑

k=−n

(
1 − |k|

n + 1

)
x̂(k)ek(t).

在 (2.4) 中, 再令 λ(k) = β|k| , 我们则得到 Abel 算子:

Aβ(x, t) =
∞∑

k=−∞
β|k|x̂(k)ek(t), 0 < β < 1.

利用定理 1–2及汪成咏在文献 [16]中使用的方法,我们可以得到如下的两个定理. 它们

的证明从略.

定理 5 若 1 � p < ∞, s > 1, r > 1
2 , 则

(i) 对 1 � q < ∞, 有

Epq(Sα
n , μ) �

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n−1, s > 3 − 2r,

n−1(ln n)
1
2 , s = 3 − 2r,

n−(r+ s−1
2 ), 1 < s < 3 − 2r,

(ii) 对 q = ∞, 有

Ep∞(Sα
n , μ) 	

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n−1(ln n)
1
2 , s > 3 − 2r,

n−1 ln n, s = 3 − 2r,

n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 , 1 < s < 3 − 2r.

定理 6 若 1 � p < ∞, s > 1, r > 1
2 , 则

(i) 对 1 � q < ∞, 有

Epq(Aβ , μ) �

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 − β, s > 3 − 2r,

(1 − β)
(

ln
(

1
1 − β

)) 1
2

, s = 3 − 2r,

(1 − β)r+ s−1
2 , 1 < s < 3 − 2r,
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(ii) 对 q = ∞, 有

Ep∞(Aβ , μ) 	

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − β)
(

ln
(

1
1 − β

)) 1
2

, s > 3 − 2r,

(1 − β) ln
(

1
1 − β

)
, s = 3 − 2r,

(1 − β)(r+ s−1
2 )

(
ln

(
1

1 − β

)) 1
2

, 1 < s < 3 − 2r.

注 2 由定理 4–6,我们知道对 1 � p, q < ∞, 2r + s > 5, 有

Epq(Sα
n , μ) � n−1, Epq(Jn, μ) � n−2, Epq(Aβ , μ) � 1 − β.

这意味着, 在平均框架下, Cesàro 算子, Jackson算子和 Abel 算子都具有饱和性.

3 定理 1–4 的证明

定理 1 的证明 当 r > 1/2 时, 空间 W r
2 可以紧嵌入到 C[0, 2π] 上. 对任意的 x ∈ W r

2 ,

级数 x(t) =
∑′

k x̂(k)ek(t) (t ∈ [0, 2π]) 绝对且一致收敛. 对任一固定的 t ∈ [0, 2π], 设

L(x, t) = x(t) − Λn(x, t), x ∈ W r
2 ,

则 L(x, t) 是 W r
2 上的一个有界线性泛函. 由于测度 μ 是 W r

2 上的对称 Gauss 测度, 所以测

度空间 (W r
2 , μ) 上的随机变量 L(x, t) 服从正态分布 N(0, R2(t)), 其中

R2(t) =
∫

W r
2

|L(x, t)|2 μ(dx) =
∫

W r
2

[x(t) − Λn(x, t)][x(t) − Λn(x, t)] μ(dx)

=
∑

k

′∑
j

′
(1 − λn(k))(1 − λn(j))ek(t)ej(t)

∫
W r

2

x̂(k)x̂(j)μ(dx). (3.1)

对于 k 
= 0,

〈x, ek〉r = 〈x(r), e
(r)
k 〉 =

〈∑
j

′
(ij)rx̂(j)ej , (ik)rek

〉
= |k|2rx̂(k),

由 (2.1) 和 (2.2) 得∫
W r

2

x̂(k)x̂(j)μ(dx) =
∫

W r
2

|k|−2r|j|−2r〈x, ek〉r〈x, ej〉r μ(dx)

= |k|−2r|j|−2r〈Cμek, ej〉r = |k|−2r−s|j|−2r〈ek, ej〉r
= |k|−r−s|j|−r〈ek, ej〉 = |k|−2r−sδk,j ,

其中

δk,j =

{
0, k 
= j,

1, k = j.

将上式代入 (3.1) 中, 我们得到

R2(t) =
∑

k

′∑
j

′
(1 − λn(k))(1 − λn(j))ek(t)ej(t)|k|−2r−sδk,j

=
∑

k

′
(1 − λn(k))2|k|−2r−s. (3.2)

下面证明 (2.5). 因为 L(x, t) 服从正态分布 N(0, R2(t)), 所以∫
W r

2

|L(x, t)|p μ(dx) =
∫

W r
2

|x(t) − Λn(x, t)|p μ(dx) = cpR
p(t), (3.3)
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其中 cp = π− 1
2 2

p
2 Γ(p+1

2 ). 由 Fubini 定理, (3.2) 和 (3.3) 得

Epp(Λn, μ) =
(

1
2π

∫
W r

2

∫ 2π

0

|x(t) − Λn(x, t)|pdt μ(dx)
) 1

p

=
(

1
2π

∫ 2π

0

∫
W r

2

|x(t) − Λn(x, t)|pμ(dx)dt

) 1
p

=
(

1
2π

∫ 2π

0

cpR
p(t)dt

) 1
p

= c
1
p
p

(∑
k

′
(1 − λn(k))2|k|−2r−s

) 1
2

. (3.4)

最后证明 (2.6). 设 p1 = max{p, q}, p2 = min{p, q}. 由 Hölder 不等式, 有

Epq(Λn, μ) =
( ∫

W r
2

‖x(t) − Λn(x, t)‖p
qμ(dx)

) 1
p

�
( ∫

W r
2

‖x(t) − Λn(x, t)‖p
p1

μ(dx)
) 1

p

�
( ∫

W r
2

‖x(t) − Λn(x, t)‖p1
p1

μ(dx)
) 1

p1

= Ep1p1(Λn, μ). (3.5)

类似的, 有

Epq(Λn, μ) � Ep2p2(Λn, μ).

由上式, (3.4) 和 (3.5), 可得 (2.6). 定理 1 证毕.

定理 2 的证明 注意到

‖x(t) − Λn(x, t)‖∞ =
∥∥∥∥

2m∑
|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t) +
∞∑

k=m

2k+1∑
|j|=2k+1

(1 − λn(j))x̂(j)ej(t)
∥∥∥∥
∞

�
∥∥∥∥

2m∑
|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥
∞

+
∞∑

k=m

∥∥∥∥
2k+1∑

|j|=2k+1

(1 − λn(j))x̂(j)ej(t)
∥∥∥∥
∞

,

由三角不等式得

Ep∞(Λn, μ) =
(∫

W r
2

∥∥∥∥x(t) − Λn(x, t)
∥∥∥∥

p

∞
μ(dx)

) 1
p

�
(∫

W r
2

∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥

p

∞
μ(dx)

) 1
p

+
∞∑

k=m

( ∫
W r

2

∥∥∥∥
2k+1∑

|j|=2k+1

(1 − λn(j))x̂(j)ej(t)
∥∥∥∥

p

∞
μ(dx)

) 1
p

. (3.6)

由于
∑2m

|k|=1(1−λn(k))x̂(k)ek(t)是一个次数不超过 2m 的三角多项式,所以根据 Nikolskii不

等式 (见文献 [15, p. 38]), 我们得到对任意的 p1 > p,∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥
∞

� c2
m
p1

∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥

p1

, (3.7)
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其中 c 是一个不依赖于 p1 和 m 的正常数. 由 Hölder 不等式和 (3.7) 得( ∫
W r

2

∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥

p

∞
μ(dx)

) 1
p

�
(∫

W r
2

∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥

p1

∞
μ(dx)

) 1
p1

	 2
m
p1

( ∫
W r

2

∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥

p1

p1

μ(dx)
) 1

p1

. (3.8)

由 Stirling 公式 (见文献 [17, p. 18]):

lim
x→+∞

Γ(x)√
2πxx− 1

2 exp(−x)
= 1,

知 (
Γ
(

x + 1
2

)) 1
x

	 (
√

2π )
1
x

(
x + 1

2

) 1
2

exp
(
− x + 1

2x

)

	
(

x + 1
2

) 1
2

	 x
1
2 . (3.9)

所以, 由定理 1 和 (3.9), 我们有( ∫
W r

2

∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥

p1

p1

μ(dx)
) 1

p1

=
(

π− 1
2 2

p1
2 Γ

(
p1 + 1

2

)) 1
p1

( 2m∑
|k|=1

(1 − λn(k))2|k|−2r−s

) 1
2

	 p
1
2
1

( 2m∑
|k|=1

(1 − λn(k))2|k|−2r−s

) 1
2

. (3.10)

在上式中令 p1 = m , 再由 (3.8) 和 (3.10) 得( ∫
W r

2

∥∥∥∥
2m∑

|k|=1

(1 − λn(k))x̂(k)ek(t)
∥∥∥∥

p

∞
μ(dx)

) 1
p

	 m
1
2

( 2m∑
|k|=1

(1 − λn(k))2|k|−2r−s

) 1
2

. (3.11)

与 (3.11) 的证明类似, 我们还可证明( ∫
W r

2

∥∥∥∥
2k+1∑

|j|=2k+1

(1 − λn(j))x̂(j)ej

∥∥∥∥
p

∞
μ(dx)

) 1
p

	 k
1
2 2−k(r+ s

2 )

( 2k+1∑
|j|=2k+1

(1 − λn(j))2
) 1

2

.

由上式, (3.6) 和 (3.11), 得到定理 2.

定理 3 的证明 由定理 1 及 Sn 和 Vn 的定义, 我们得到, 对 1 � p, q < ∞,

Epq(Sn, μ) �
( ∑

|k|�n+1

|k|−2r−s

) 1
2

� n−(r+ s−1
2 ), (3.12)

和

Epq(Vn, μ) �
( 2n−1∑

|k|=n+1

(n − |k|)2
n2

|k|−2r−s +
∑

|k|�2n

|k|−2r−s

) 1
2

� n−(r+ s−1
2 ). (3.13)
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现在我们考虑 q = ∞ 的情况. 设 2m−1 � n < 2m, m = 1, 2, . . . . 由定理 2 知

Ep∞(Sn, μ) 	 m
1
2

( 2m∑
|k|=n+1

|k|−2r−s

) 1
2

+
∞∑

k=m

k
1
2 2−k(r+ s

2 )

( 2k+1∑
|j|=2k+1

1
) 1

2

	 n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 . (3.14)

类似的, 有

Ep∞(Vn, μ) 	 m
1
2 2−m(r+ s−1

2 ) +
∞∑

k=m+1

k
1
2 2−k(r+ s−1

2 )

	 n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 . (3.15)

由文献 [12] 可知, 对于 1 � p < ∞,

λ(a)
n (W r

2 , μ, L∞)p � n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 .

所以有

Ep∞(Sn, μ) � λ(a)
n (W r

2 , μ, L∞)p � n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2

和

Ep∞(Vn, μ) � λ
(a)
2n (W r

2 , μ, L∞)p � n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 .

由上式, (3.14) 和 (3.15), 可得

Ep∞(Sn, μ) � Ep∞(Vn, μ) � n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 . (3.16)

最后, 由不等式 (见文献 [15, p. 47]):

E2n(x)q � ‖x − Vnx‖q 	 En(x)q , 1 � q � ∞,

得

Epq(μ)2n � Epq(Vn, μ) 	 Epq(μ)n.

因此, (2.8) 可以由上式, (3.12), (3.13) 和 (3.16)得到. 定理 3 证毕.

定理 4 的证明 由定理 1 和 (2.9) 得

Epq(Jn, μ) �
( l(n′−1)∑

|k|=1

(1 − ρ|k|l)2|k|−2r−s +
∑

|k|>l(n′−1)

|k|−2r−s

) 1
2

�
( l(n′−1)∑

k=1

(1 − ρkl)2k−2r−s +
∑

k>l(n′−1)

k−2r−s

) 1
2

. (3.17)

首先, 我们来估计 1 − ρkl. 众所周知, τnl � n2l−1. 由不等式:

| sinx| � |x| (x ∈ R),
∣∣∣∣ sin x

2

∣∣∣∣ � |x|
π

(0 < |x| � π),

得 ∣∣∣∣ sin(n′t/2)
sin(t/2)

∣∣∣∣ � n′ � n

(
0 < t <

π

n

)
,

∣∣∣∣ sin(n′t/2)
sin(t/2)

∣∣∣∣ � 1
sin(t/2)

� π

t

(
π

n
� t < π

)
.
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所以

I :=
∫ π

−π

(
sin

(n′t/2)
sin(t/2)

)2l(
sin

kt

2

)2

dt

= 2
∫ π

n

0

(
sin(n′t/2)
sin(t/2)

)2l(
sin

kt

2

)2

dt + 2
∫ π

π
n

(
sin(n′t/2)
sin(t/2)

)2l(
sin

kt

2

)2

dt

	
∫ π

n

0

n2l(kt)2dt +
∫ π

π
n

t−2l(kt)2 dt 	 k2n2l−3. (3.18)

另一方面, 我们有

I � 2
∫ π

n

0

(
sin(n′t/2)
sin(t/2)

)2l(
sin

kt

2

)2

dt �
∫ π

n

0

n2l(kt)2dt � k2n2l−3,

由此式和 (3.18), 可知 I � k2n2l−3. 因此

1 − ρkl =
1

πτnl

∫ π

−π

(
sin (n′t/2)
sin(t/2)

)2l

sin2 kt

2
dt � k2n−2. (3.19)

将 (3.19) 代入 (3.17) 中, 我们得到:

Epq(Jn, μ) �
(

n−4

l(n′−1)∑
k=1

k−2r−s+4 + n−2r−s+1

) 1
2

�

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n−2, s > 5 − 2r,

n−2(ln n)
1
2 , s = 5 − 2r,

n−(r+ s−1
2 ), 1 < s < 5 − 2r,

所以 (2.10) 成立. 下面我们来证明 (2.11). 设 2m−1 � l(n′ − 1) < 2m, m = 1, 2, . . . . 由定理 2

和 (3.19), 我们有

Ep∞(Jn, μ) 	 m
1
2

(
n−4

l(n′−1)∑
|k|=1

|k|−2r−s+4 + c2−m(2r+s−1)

) 1
2

+
∞∑

k=m

k
1
2 2−k(r+ s−1

2 )

	

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n−2(ln n)
1
2 , s > 5 − 2r,

n−2 ln n, s = 5 − 2r,

n−(r+ s−1
2 )(ln n)

1
2 , 1 < s < 5 − 2r.

定理 4 证毕.
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