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摘要 在 Qp 空间上建立了 Jackson 型不等式, 即对任意 f(z) =
∑∞

j=0 ajz
j ∈ Qp, 0 �

p < ∞, a > 1 及 k − 1 ∈ N, 有∥∥∥∥f(z)− Γ(k)
Γ(k + a)

k−1∑
j=0

Γ(k − j + a)
Γ(k − j)

ajz
j

∥∥∥∥
Qp

� C(a)ω
(

1
k

, f, Qp

)
,

其中 ω(1/k, f, Qp) 为 Qp 空间中的连续模, C(a) 是仅与参数 a 有关的正常数.

关键词 Qp 空间 BMOA 多项式逼近
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1 引言

在逼近论中, Jackson定理 [1] 给出函数利用多项式逼近的上界估计.在包括 Hardy空间

和 Bergman 空间等许多全纯函数空间中已经建立了 Jackson定理 (参见文献 [2–9]).

本文的目的是在 Qp 空间中建立 Jackson 定理, 而 Qp 空间包含了著名的 BMOA 和

Bloch空间 (它们可分别看做为 Hardy 空间和 Bergman空间的极限). 关于 Qp 空间, 可参见

其起源 [10] 及最近进展 [11, 12].

为描述本文主要结果, 我们引入一些记号. 令 ϕw 为单位开圆盘 D 到自身的 Möbius 变

换,

ϕw(z) =
w − z

1 − w̄z
, z, w ∈ D,

及 g(·, w) 表示极点为 w 的 Green 函数,

g(z, w) = − log |ϕw(z)| , w, z ∈ D.

我们记 H(D)为 D 上全纯函数全体, dm(z)是 D 上 Lebesgue测度.函数 f ∈ H(D)属于 Qp

空间 (0 � p < ∞), 如果该函数满足

‖f‖2
Qp

:= sup
w∈D

∫
D

|f ′(z)|2gp(z, w)dm(z) < +∞.
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熟知 ‖ · ‖Qp 为半范数, Qp 空间是 Banach 空间, 具有范数 |f(0)| + ‖f‖Qp , 以及 [13]Q1=

BMOA; Q0= Dirichlet 空间; Qp = Bloch (p ∈ (1,∞)).

我们将采用逼近论 [1] 中的记号.令 X 为 D 上有半模 ‖ · ‖X 的函数空间. 对于 f ∈ X ,

k ∈ N, k 阶最佳逼近定义为

Ek(f, X ) := inf
Lk∈Wk

‖f − Lk‖X ,

其中 Wk := Wk(D) 表示 D 上的至多为 k 次的多项式全体. 对于 f ∈ X , δ > 0, 我们定义 f

的连续模为

ω(δ, f, X ) := sup
|θ′−θ′′|<δ

‖f(eiθ′
z) − f(eiθ′′

z)‖X .

X 将取定为 Qp 空间.

Storozhenko 在 Hardy 空间中建立了下列 Jackson定理.

定理 1.1[7] 存在一个 k ∈ N 次多项式 Pk 和正常数 C(k), 使得对任意 0 < p < ∞, 有

‖f − Pk‖Hp � C(k)ω
(

1
k

, f, Hp

)
, ∀ f ∈ Hp.

自然的问题是建立 BMOA 甚至 Qp 空间中的 Jackson定理. 我们的主要结果如下:

定理 1.2 若 0 � p < ∞, a > 1, k − 1 ∈ N 及 f(z) =
∑∞

j=0 ajz
j ∈ Qp, 则∥∥∥∥f(z) − Γ(k)

Γ(k + a)

k−1∑
j=0

Γ(k − j + a)
Γ(k − j)

ajz
j

∥∥∥∥
Qp

� C(a)ω
(

1
k
, f, Qp

)
.

因此存在一个与 f 和 k 无关的正常数 C, 使得

Ek−1(f, Qp) � Cω

(
1
k

, f, Qp

)
, ∀ f ∈ Qp.

定理 1.2 的证明依赖于逼近误差的估计 (参见引理 3.1).

由文献 [10, 14]我们可知 ‖ · ‖Q1 和 ‖ · ‖BMOA 两模是等价的. 参见文献 [15]中关于 BMO

空间的理论. 作为定理 1.2 的直接推论, 我们有

推论 1.3 若 a > 1, k − 1 ∈ N 及 f(z) =
∑∞

j=0 ajz
j ∈ BMOA, 则

∥∥∥∥f(z) − Γ(k)
Γ(k + a)

k−1∑
j=0

Γ(k − j + a)
Γ(k − j)

ajz
j

∥∥∥∥
BMOA

� C(a)ω
(

1
k

, f, BMOA
)

.

因此存在一个正常数 C 使得对任意 f ∈ BMOA 和 k − 1 ∈ N, 有

Ek−1(f, BMOA) � Cω

(
1
k

, f, BMOA
)

.

2 逼近多项式

为了建立 Qp 空间上的 Jackson 定理, 我们需要构造最佳逼近多项式, 这可利用 [−π, π)

上的复测度给出积分表示.

以下我们将用 a 表示任意固定的大于 1 的正常数.

给定 k ∈ N 和 ρ ∈ (0, 1], 我们定义 [−π, π) 上的复测度:

dμρ
k(ϕ) = iCa

k (ρeiϕ)1−k

(
1 − (ρeiϕ)k+1

1 − ρeiϕ

)a+1

dϕ,
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其中

Ca
k = (2πi)−1 Γ(k)Γ(a + 1)

Γ(k + a)
.

与之相伴的算子 Pk 定义为

Pk[f ](z) =
∫

[−π,π)

f(ρeiϕz)dμρ
k(ϕ), z ∈ D. (2.1)

该算子将给出最佳逼近多项式, 下面引理说明上述积分与变量 ρ 的选择无关.

引理 2.1 设 a > 0 固定, Pk 由 (2.1) 式给出. 如果 f(z) =
∑∞

j=0 ajz
j ∈ H(D), 则

Pk[f ](z) =
Γ(k)

Γ(k + a)

k−1∑
j=0

Γ(k − j + a)
Γ(k − j)

ajz
j.

注意到当 a = 0 时, 逼近多项式 Pk[f ] 为 k − 1 次 Taylor多项式. 但为了证明主要结果,

我们需要选取参数使得 a > 1.

证明 对任给的 ρ ∈ (0, 1), 通过变量代换 λ = ρeiϕ, (2.1) 可重新表示为

Pk[f ](z) = Ca
k

∫
|λ|=ρ

f(λz)λ−k

(
1 − λk+1

1 − λ

)a+1

dλ. (2.2)

对任意给定的 z ∈ D 及 f ∈ H(D), 易知, 作为 λ 的函数

f(λz)
1
λk

[(
1 − λk+1

1 − λ

)a+1

−
(

1
1 − λ

)a+1]
∈ H(D).

所以对任意的 ρ ∈ (0, 1), 由 Cauchy 积分定理, 有∫
|λ|=ρ

f(λz)
1
λk

(
1 − λk+1

1 − λ

)a+1

dλ =
∫
|λ|=ρ

f(λz)
1
λk

(
1

1 − λ

)a+1

dλ.

因此

Pk[f ](z) = Ca
k

∫
|λ|=ρ

f(λz)λ−k

(
1

1 − λ

)a+1

dλ. (2.3)

再利用留数定理得知

Pk[f ](z) = 2πiCa
k · Res(g(λ), 0),

其中 g(λ) = f(λz)λ−k(1 − λ)−(a+1).

由幂级数 f(z) =
∑∞

j=0 ajz
j 和二项式级数

(1 − λ)−(a+1) =
∞∑
l=0

Γ(l + a + 1)
l!Γ(a + 1)

λl,

我们得到

g(λ) =
∞∑

l,j=0

ajz
j Γ(l + a + 1)

l!Γ(a + 1)
λl+j−k.

因此,

Pk[f ](z) = 2πiCa
kRes(g(λ), 0) =

Γ(k)
Γ(k + a)

k−1∑
j=0

Γ(k − j + a)
Γ(k − j)

ajz
j.

引理证毕.

注记 1 由引理 2.1易知 Pk[1] = 1. 再由 (2.1)式得知 dμρ
k(ϕ)为 [−π, π)上单位化的测

度, 其中 ρ ∈ (0, 1), k ∈ N.
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3 误差函数的导数估计

这一节我们将对误差函数的导数进行估计.

利用广义的 Jackson核

T β
k (ϕ) :=

∣∣∣∣ sin
kϕ
2

sin ϕ
2

∣∣∣∣
2β

,

我们引入 [−π, π) 上的正测度: 对任 0 < ρ < 1, η > 0, a > 0 和 k ∈ N,

dvρ,η,a
k (ϕ) := |Ca

k |ηρη(1−k)(1 − ρ)η−1T
η(a+1)

2
k+1 (ϕ)dϕ. (3.1)

引理 3.1 若 0 < η � 1, 0 < ρ < 1, a > 0 及 k − 1 ∈ N, 则存在正常数 C(η), 使得对任

意 f ∈ H(D), 有

|(Pk[f ](z)− f(z))′|η � C(η)
∫

[−π,π)

|(f(eiϕz) − f(z))′|ηdvρ,η,a
k (ϕ). (3.2)

尽管下文只使用了引理 3.1 中 η = 1 的特殊情形, 但是引理 3.1 的一般情形自身具有其

独特意义.

证明 对任意 ρ ∈ (0, 1), 由 (2.1) 我们有

(Pk[f ](z))′ =
∫

[−π,π)

(f(ρeiϕz))′dμρ
k(ϕ).

已知测度

dμρ
k(ϕ) = iCa

k (ρeiϕ)1−k

(
1 − (ρeiϕ)k+1

1 − ρeiϕ

)a+1

dϕ

是概率测度, 故

(Pk[f ](z) − f(z))′ =
∫

[−π,π)

(
f ′(ρeiϕz)ρeiϕ − f ′(z)

)
dμρ

k(ϕ).

因此

|(Pk[f ](z) − f(z))′| � ρ1−k

∫
[−π,π)

|g(ρeiϕ, z)|dϕ, (3.3)

其中

g(ρeiϕ, z) = Ca
k [f ′(ρeiϕz)ρeiϕ − f ′(z)]

(
1 − (ρeiϕ)k+1

1 − ρeiϕ

)a+1

.

显然, 对任意固定的 z ∈ D, 有 g(·, z) ∈ H(D̄).

熟知, 对任意 0 < η � 1, 存在正常数 C(η), 使得对任意 F ∈ H(D̄) 和 0 < r < 1, 有 [14]( ∫
[−π,π)

|F (reiθ)|dθ

)η

� C(η)(1 − r)η−1

∫
[−π,π)

|F (eiθ)|ηdθ. (3.4)

在 (3.4) 中取 F (λ) = g(λ, z), 结合 (3.3) 可得

|(Pk[f ](z) − f(z))′|η � C(η)
∫

[−π,π)

|f ′(eiϕz)eiϕ − f ′(z)|ηdvρ,η,a
k (ϕ)

= C(η)
∫

[−π,π)

|(f(eiϕz) − f(z))′|ηdvρ,η,a
k (ϕ),

其中 dvρ,η,a
k (ϕ) = |Ca

k |ηρη(1−k)(1 − ρ)η−1T
η(a+1)

2
k+1 (ϕ)dϕ.
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4 Jackson 定理证明

为了证明 Jackson定理, 我们还需要证明一些引理.

引理 4.1 若 0 < η � 1, η(a + 1) > 2, k − 1 ∈ N 及 ρ = 1 − 1
k . 则存在一个正常数

C(η, a), 使得 ∫
[−π,π)

(|kϕ| + 1)dvρ,η,a
k (ϕ) � C(η, a).

证明 由

dvρ,η,a
k (ϕ) = |Ca

k |ηρη(1−k)(1 − ρ)η−1T
η(a+1)

2
k+1 (ϕ)dϕ,

并注意到 ρη(1−k) � C(η), (1 − ρ)η−1 = k1−η 及

|Ca
k |η =

(
1
2π

Γ(k)Γ(a + 1)
Γ(k + a)

)−η

� C(η, a)k−ηa.

我们只要证明 ∫
[−π,π)

(|kϕ| + 1)T
η(a+1)

2
k+1 (ϕ)dϕ � C(η, a)kη(a+1)−1.

上式中用 k 来替换 k + 1, 由于对任意 k − 1 ∈ N 和 ϕ ∈ [−π, π], 有 1
2 (|(k + 1)ϕ| + 1) �

|kϕ| + 1 � |(k + 1)ϕ| + 1, 故我们只需证明∫
[−π,π)

(|kϕ| + 1)T
η(a+1)

2
k (ϕ)dϕ � C(η, a)kη(a+1)−1, ∀ k ∈ N.

注意到 sin x � 2
π x, ∀ x ∈ [0, π

2 ]; |sin kx| � k|sin x|, ∀ kx ∈ [0, π
2 ]. 上面的第二个不等式可

由对 k 进行归纳得到.

记 t = η(a + 1), 则∫
[−π,π)

(|ϕk| + 1)|T η(a+1)/2
k (ϕ)|dϕ

=
∫

[−π,π)

(|ϕk| + 1)
∣∣∣∣ sin

k
2ϕ

sin ϕ
2

∣∣∣∣
t

dϕ

= 2
∫

[0, π
k )

(|ϕk| + 1)
∣∣∣∣ sin

k
2ϕ

sin ϕ
2

∣∣∣∣
t

dϕ + 2
∫

[ π
k ,π)

(|ϕk| + 1)
∣∣∣∣sin

k
2ϕ

sin ϕ
2

∣∣∣∣
t

dϕ

� 2
∫

[0, π
k )

(ϕk + 1)ktdϕ + 2πt

∫
[ π

k ,π)

(ϕk + 1)ϕ−tdϕ

= 2
(

π2

2
kt−1 + πkt−1

)
+ 2πt

(
k

t − 2
(kt−2 − 1)π2−t +

1
t − 1

(kt−1 − 1)π1−t

)

� C(t)kt−1

= C(η, a)kη(a+1)−1.

引理证毕.

引理 4.2 若 f ∈ Qp, 0 � p < ∞, δ > 0 及 λ > 0, 则 ω(λδ, f, Qp) � (λ + 1)ω(δ, f, Qp).

证明 由定义,

ω(λδ, f, Qp) = sup
|θ′−θ′′|<λδ

‖f(eiθ′
z) − f(eiθ′′

z)‖Qp .

取 m = [λ], 则

|θ′ − θ′′| < λδ < (m + 1)δ.
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我们不妨假定 θ′ < θ′′, 然后等分剖分区间

[θ′, θ′′) =
m⋃
0

[θj , θj+1),

其中 θ0 = θ′ 和 θj+1 = θj + 1
m+1 (θ′′ − θ′), j = 0, 1, . . . , m.

由 ‖ · ‖Qp 模的三角不等式, 有

‖f(eiθ′
z) − f(eiθ′′

z)‖Qp �
m∑

l=0

‖f(eiθlz) − f(eiθl+1z)‖Qp

� (m + 1)ω(δ, f, Qp)

� (λ + 1)ω(δ, f, Qp).

引理证毕.

最后, 我们给出主要结果的证明.

定理 1.2 的证明 由引理 3.1 知, 存在一个与 f , ρ, a 及 k 无关的正常数 C, 使得

|(Pk[f ](z) − f(z))′| � C

∫
[−π,π)

|(f(eiϕz) − f(z))′|dvρ,1,a
k (ϕ).

由 ‖ · ‖Qp 的定义及 Minkowski不等式, 有

‖Pk[f ] − f‖Qp

=
(

sup
w∈D

∫
D

|(Pk[f ](z) − f(z))′|2gp(z, w)dm(z)
) 1

2

� C

{
sup
w∈D

∫
D

( ∫
[−π,π)

|(f(eiϕz) − f(z))′|dvρ,1,a
k (ϕ)

)2

gp(z, w)dm(z)
} 1

2

� C

∫
[−π,π)

(
sup
w∈D

∫
D

|(f(eiϕz) − f(z))′|2gp(z, w)dm(z)
) 1

2

dvρ,1,a
k (ϕ)

= C

∫
[−π,π)

‖f(eiϕz) − f(z)‖Qpdvρ,1,a
k (ϕ)

� C

∫
[−π,π)

ω(|ϕ|, f, Qp)dvρ,1,a
k (ϕ)

� Cω

(
1
k

, f, Qp

) ∫
[−π,π)

(|kϕ| + 1)dvρ,1,a
k (ϕ).

上面最后一步利用了引理 4.2.

若取 a > 1, 则由引理 4.1 知

sup
k∈N

∫
[−π,π)

(|kϕ| + 1)dvρ,1,a
k (ϕ) � C(a) < ∞.

因此

Ek−1(f, Qp) � ‖Pk[f ] − f‖Qp

� Cω

(
1
k
, f, Qp

) ∫
[−π,π)

(|kϕ| + 1)dvρ,1,a
k (ϕ)

� C(a)ω
(

1
k

, f, Qp

)
,

其中 a 是任一固定的大于 1 的常数. 定理证毕.
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