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1 ��

Dynkin �� Euclid �������������������. � Cartan ����

��������������������. ������������������

���,��������������������	������� [1]. 
��, Iyama

� Yoshino�� McKay��������� Auslander-Reiten������ [2]. ����,

������ m-Cartan��, �� McKay ��	� Euclid �����	, � McKay ��

� Euclid������������
. ����� m-McKay��� m-Cartan����

��������. �������
����� Abel ��� McKay ��.

McKay� 1980������������� McKay��. � G ⊂ GL(m, C) = GL(V )

�������, �� V �� C ���� m �����. V ��	�� G ���
��

�. � {Si|i = 1, 2, . . . , n} � G � C ���������. ��� Si, 	��� V ⊗ Si �

���������, 


V ⊗ Si =
⊕

j

ai,jSj , i = 1, . . . , n,

�� ai,jSj �� ai,j � Sj ���.�� V �����, ai,j ����. � G� McKay��

Q = Q(G) ����: 
�� Q0 � G � C �����	���	��	, �
� i �
�




�	: McKay���m-Cartan��

j � ai,j 
��. McKay��� G � SL(2, C) ������, � McKay �� Q = Q(G) �

A, D, E � Euclid ����� [3].

McKay ������������������������������ [4]. ��

�������	
���. ��: Cohen-McKay �� Auslander-Reiten �� [5,6], ���

��������� [7−10] ���� [3,11] �. ��������

� 2 ���� Koszul

�����	���
��� [12].

�����,�������,��� Cartan��. �� Cartan��,�
�����

��. ��������������������
�Dynkin�� Euclid�. � Cartan

���,
�������� 2,��������,�� 2���������� 2���

	�����. � SL(2, C)��	, Cartan���
� 2I �	 McKay�������. �

�� 2 ��� m-Cartan���	 Euclid ���	��	��� McKay��: �	���

����. ��� McKay ����� Euclid“���” �����.

�� SL(2, C) � McKay ������. ����, 
� McKay ����	��. ��

����������
����� [13], ���
�������� Abel ��� McKay

��. ��, �����	��� Ãn ���� m ���.

2 McKay ������

� Q = (Q0, Q1) �����, �� Q0 = {1, 2, . . . , n} �
��	, � Q1 ����	.

� MQ = (ai,j) � Q �����, �
 Q �	 i � j ����� ai,j �� (i, j) ���

n × n ��. MQ ���	��	������. ���� Q � m-Cartan ��� n × n �

� C = C
(m)
Q = mI − MQ. � m = 2 �, ��
���������� Cartan �� (	�,

������	���
��	�����		��������). � Cartan ����,

�
� Q �� Qn ������ BQ = B
(m)
Q ���� qQ = q

(m)
Q ,�
���� Q � m�

���� m ���. �����: �

X =

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠ , Y =

⎛
⎜⎜⎜⎝

y1

...

yn

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈ Qn,

��

BQ(X, Y ) = XTCY, qQ(X) = XTCX.

�� XT �� X 
�. � m > 2 �, B
(m)
Q �������. � C′ = 1

2 (C + CT), 
 C′ ��

����� qQ(X) = XTCX = XTC′X .

� G� GL(m, C) �������, Q = Q(G) � G � McKay��. � MQ = (ai,j)


Q �����. � k ����� C �����. ������ kG ��
� mod kG. � k


����. �� mk � m ����� k ���, ���������� V ���	�.

���
�� M � M ′, ���
 [14] �� mod kG �� (��) ���

(M, M ′) = dimk HomkG(M ⊗ mk, M ′) − dimk HomkG(M ⊗ V, M ′).


��, �� mod kG 	���������.
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�� 2.1 (i) (M, M ′) = BQ(dimM,dimM ′);

(ii) (M, M) � 0;

(iii) �� M � kG, 
 (M, M) = 0.

�� 	
 dim(M ⊕ M ′) = dimM + dimM ′, � dimk HomkG(Si, Sj) = δi,j , 
�, �

kG � M � M ′, �� dim M = (d1, . . . , dn) � dimM ′ = (d′1, . . . , d
′
n), 
�

dimk HomkG(M ⊗ mk, M ′) = dimk

( ⊕
i

HomkG(mdiSi, d
′
iSi)

)
=

n∑
i=1

mdid
′
i

��

dimk HomkG(M ⊗ V, M ′) = dimk

( ⊕
j

HomkG

( ⊕
i

diai,jSj , d
′
jSj

))
=

∑
i,j

ai,jdid
′
j .

����� (M, M ′) = BQ(dimM,dimM ′).

� m = 2 �, � 2 �� 3 �����
 [14] ����. 	�����	������

�
�, ��� kG � M � M ′, ����

(M, M ′) =
1
|G|

( ∑
g∈G

tr (g, M)tr (g−1, M ′)(m − tr (g, V ))
)

.

	��� (M, M) ���, �����. 	
�
�������, ���

tr (g, M)tr (g−1, M) � 0.


� (m − tr (g, V )) 
���. �	
 g ∈ SL(m, C), ����, g �����������

���	�. ���� m ������
 −1 � 1 ��. ���� (m − tr (g, V )) � 0, ��

(M, M) � 0. ������ 2 ���.

	�� dim kG =
∑n

i=1 dimk SidimSi = (dimk S1, . . . , dimk Sn). 	 McKay ����

�, ��
���, �� ⎛
⎜⎜⎜⎝

m · dimk S1

...

m · dimk Sn

⎞
⎟⎟⎟⎠ = MG

⎛
⎜⎜⎜⎝

dimk S1

...

dimk Sn

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

� (mI −MG)dim kG = 0, ��� (dim kG)T(mI −MG)(dim kG) = 0. 	� 1 ���, ��

(kG, kG) = 0.

�� 2.2 � G � SL(m, C) �����, �� qG �����. 


(i) qG �����, ������ 1;

(ii) dim kG � qG ����������.

��	�� 2.1 ��
 [15] ��� 4.3 ��� 4.5 ��.

� � m = 2 �, ��
������ 2.2 �
� (i) ����� McKay �� (�

Euclid���)�����
�.���������	��
������	��McKay

�������
�. ����� 3.1 � 3.2 �, �
 SL(m, C) ��� Abel ��� McKay

����� m ��
�, �������
������ “m ���”.

����	��������� 3-Cartan �����, �
����
 [13] ����

�
�, ������	������������ McKay ��. ����	
� 4 �
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�� 3-McKay �����. ����� 115 �	��������� 5 × 5 � 3-Cartan�

�. ��������������
�������	
�
	��.

������
�� Dynkin ��
��	���.

3 �� Abel �� McKay ��

������ Abel ��� McKay ��. ���������	.

�� 3.1 � G = (g) � SL(m, C) ���������	, ���� |G| = n. 	 QG

�
��	 Q0 �� n �����	 Z/nZ = {1, . . . , n} �	��. 
�

(i) 	� m ��	�� n1, n2, . . . , nm, �� n1 + n2 + · · · + nm ≡ 0 (mod n) ����

�
� i ∈ Q0,� m 
	 i �
�
� i + n1, i + n2, . . . , i + nm ��� (�� i + nt ���

Z/nZ ����).

		��
������� V �����
�. 		�����
������	�

		��.

(ii) �� m �	���	������ Q(G) �������.

�� � {Si|i = 1, . . . , n} �����	��������, 	
 G � Abel �, ��

� i� dimk Si = 1. � λi � Si ���	,���� λi(g) = ξi
n,�� ξn � n����	�.

���
	 V ����� V =
⊕m

t=1 Tit � ⊕
i ciSi, 	
 Si ⊗ Sj � Si+j , �����

�� i � l � cl 
� i � i + l ���. � Tit � Si �
 it ∼ i. � Q(G) ��
����

m 
��, 	�� m 
������
�. 
��, ��� Tit �
������ xit , 


{xi1 , . . . , xim} � V ����.

���� V � k ����� ∧V . ����, ∧V ∗ G ����
� G � McKay ��,

�	���� e, ���
 kQ(G) ������� I, � e ∧ V ∗ Ge � kQ(G)/I [13]. 
��,

	
 G� Abel�,����������,� e = 1. �� ∧V ∗G/r(∧V ∗G) � kG�,��

� ∧V ∗ G =
⊕m

t=0 ∧t ⊗k G � ∧t ⊗k G � rt(∧V ∗ G)/rt+1(∧V ∗ G). ����������

����� {e1, . . . , en}, �� 1 = e1 + · · ·+ en ∈ ∧0V ⊗ G � kG � Si � kGei � ∧0V ⊗ Gei.


�� eiV ⊗ Gej � ⊕
it∼i Tit ⊗ Sj. �� it ∼ l, ej+lxitej ����� j � j + l ���, �

����� t ���, �� it �∼ l � ej+lxitej = 0. � nt = it, 
���
� i, ����

xit ����� i � i + nt � t ���. �� σ � {1, . . . , m} ����	, 	�
 [13] ��

j �≡ i (mod n) � eixiσ(m) · · ·xiσ(1)ej = 0, �

ejxiσ(m) · · ·xiσ(1)ej = ej+nσ(1)+···+nσ(m)xiσ(m)ej+nσ(1)+···+nσ(m−1) · · · ej+nσ(1)xiσ(1)ej �= 0.

��� ej+nσ(1)+···+nσ(m)xiσ(m)ej+nσ(1)+···+nσ(m−1) · · · ej+nσ(1)xiσ(1)ej � Q(G) ��
� j �

j �	, ��� j + n1 + · · · + nm ≡ j (mod n). 
� n1 + · · · + nm ≡ 0 (mod n). ��.

���� m-McKay ���
�� Ãn ��� m ���, ����	 m ��	���

���, �
�

� m ��	�����	�����.

���� G � SL(m, C) ����� Abel �. ��
�� McKay ��. �����

�
�������	���	�	, �������	��	�. 	�� Abel ����

� B, G � ∏r
s=1(gs) ������������. �� gs ����� ns ���, ���

� s � s′ � ns|ns′ . � S � G �������. � ξ � S ���	. 	
 G ��	�,
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dimk S = 1, ��� g, g′ ∈ G � ξ(gg′) = ξ(g)ξ(g′) � ξ(gi) ��� ni ��	�. ξ 	���

�� g1, . . . , gr ��
���
�. � εi ��� ni ����	�. � Sj1,...,jr � G ���

��, ���	 ξj1,...,jr 
�
� ξj1,...,jr (gs) = εjs
s . ���	 Q0 
�����	����

��	�, ��������	 jt ∈ Z/ntZ ��� r �
 j = (j1, . . . , jr). �	����	,

	 V ����������

V =
m⊕

t=1

Tit �
⊕

l=(l1,...,lr)∈Q0

clSl.



∑

l cl = m. � xit � Tit �������,
 xi1 , . . . , xim �� V ����.�� Tit � Sj ,


 it ∼ j. �����
��� ∧V ∗G�,� 1 =
∑

j∈Q0
ej ����������,���

� j ∈ Q0 � Sj � kGej � ∧0V ⊗ Gej . ��, �� it ∼ l, ej+lxitej ����� j � j + l �

��, ������� t ���, �� it �∼ l �� ej+lxitej = 0, �����
� i �� m


��	����. ���
���� G � McKay ��.

�� 3.2 � G � ∏r
i=1(gi) � SL(m, C) ����� Abel ��, �� gi ��� ni. G

� McKay �� Q(G) �
�� Q0 �	 jt ∈ Z/ntZ 
�� r �
��	 j = (j1, . . . , jr).

(i)	� m� r �
 lt = (l(t)1 , . . . , l
(t)
r ), t = 1, . . . , m, l

(t)
s ∈ Z/nsZ,��� s = 1, . . . , r �

l
(1)
s +· · ·+l

(m)
s ≡ 0 mod (ns). � Q(G)����
� j ∈ Q0,	�� j�
� j+l1, . . . , j+lm

� m 
��. ����
� j ��� m 
��	����.

(ii) �� m 
��	��������� Q(G) �������.

� ����	��������� 3-Cartan �����, �� 14 � 4 × 4 ��, �

�� McKay ������� 1 �⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 −1 −1 −1

−1 3 −1 −1

−1 −1 3 −1

−1 −1 −1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

������
� 4 ���, ���� Abel �. ������ G = Z4, ���� Klein 


�� G′ = Z2 ⊗ Z2, ��
���� Z2 ���. ��� McKay ���
�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
��

�����
�

�
�

���
�

�
�

��

	
	

	
	

	
	
	

	
	

	� �

�

��

�

�

� ��
�

�
�

���
�

�
�

��

	
	

	
	

	
	
	

	
	

	�

0̄

1̄ 2̄

3̄ (0, 0)

(0, 1) (1, 0)

(1, 1)

����������
�� 1 ���� 3-Cartan��, � 1 ���� 3-Cartan���⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 −2 −1 0

0 3 −2 −1

−1 0 3 −2

−2 −1 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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