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摘要 无限型 Riemann曲面 X 上的一个 Beltrami系数 μ确定了 Teichmüller空间 T (X)

中的一个点 [μ]T , 同时也确定了 T (X) 在基点处的切空间中的一个点 [μ]B . 本文讨论 [μ]T
是一个 Strebel 点和 [μ]B 是一个无穷小 Strebel 点的等价性问题.
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1 引言

设X 是一个双曲型Riemann曲面,以复平面上的单位圆Δ为万有覆盖.记 Belt(X)为X

上所有本性有界的 Beltrami微分所组成的 Banach空间, M(X)表示它的单位球. Teichmüller

空间 T (X) 是 M(X) 中所有元素的等价类的集合, 而 Belt(X) 中所有元素的无穷小等价类

的集合 B(X) 是 T (X) 在基点处的切空间. 本文将讨论 T (X) 中的 Strebel 点以及 B(X) 中

的无穷小 Strebel 点.

Hamilton[1], Krushkal[2] 和 Reich-Strebel[3] 的工作说明了 M(X) 中的一个 Beltrami 系

数 μ 为极值的充分必要条件是 μ 是无穷小极值的. Bozin 等 [4](也参见文献 [5]) 证明了 μ

是唯一极值的充分必要条件是 μ 是唯一无穷小极值的. 另一方面, 当 X 是无限型曲面, 从

而 T (X) 是无穷维空间时, (无穷小) Strebel 点在 T (X) 的几何的研究中有着重要的作用 [6].

Lakic[7] 证明了 T (X)中的 Strebel点在 T (X)中是开和稠密的. 类似地, Liu和本文第 2作者

(参见文献 [8])证明了 B(X)中的无穷小 Strebel点在 B(X)中是开和稠密的. 对应于极值性

和唯一极值性, 一个很自然的问题是, 对于 M(X) 中的一个 Beltrami 系数 μ, μ 表示 T (X)

中的一个 Strebel 点是否等价于 μ 表示 B(X) 中的一个无穷小 Strebel 点. 当 μ 是极值时,

答案显然是肯定的. 然而, 当 μ 不是极值时, Fan-Chen[9] 就 X 是单位圆的情形给出了上述

问题的一个反例.

本文首先就 X 是单位圆的情形,通过一种非常简单的方法给出上述问题的一个反例. 事

实上, 我们的构造包含了更多的信息. 然后, 从两个方面来推广我们的构造, 一方面将对任意
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的无限型曲面 X 给出上述问题一个否定的回答, 另一方面, 就 X 是单位圆的情形, 对所有

充分小的 Beltrami 系数 μ 给出上述问题一个否定的回答.

2 预备知识

本节回顾极值拟共形映射和 Teichmüller 空间理论中的一些基本概念及结果 [10].

给定 μ ∈ M(X), 记 fμ 是 X 上以 μ 为 Beltrami 系数的拟共形映射. 在相差 fμ(X) 上

的一个共形映射下, fμ 是唯一确定的. M(X) 中的两个元素 μ 和 ν 称为是等价的, 是指存

在一个从 fμ(X) 到 fν(X) 的共形映射 c, 使得 c ◦ fμ 和 fν 模边界 ∂X 同伦. μ 的等价类记

为 [μ]T (X) 或简单记为 [μ]T . Teichmüller 空间 T (X) 定义为 M(X) 中所有 Beltrami 系数等

价类的集合.

记 A(X) 为 X 上所有 L1-可积的全纯二次微分所组成的 Banach 空间. A(X) 可以看作

T (X) 在基点 [0]T 处的余切空间. Belt(X) 中的两个元素 μ 和 ν 称为是无穷小等价的, 是指

对所有的 φ ∈ A(X),
∫∫

X μφ =
∫∫

X νφ. μ 的无穷小等价类记为 [μ]B(X) 或简单记为 [μ]B . 记

B(X) 是 Belt(X) 中所有 Beltrami 微分的无穷小等价类的集合. B(X) 可以看作 T (X) 在基

点 [0]T 处的切空间.

任意 μ ∈ M(X), 记 M(μ) 是 M(X) 中所有与 μ 等价的 Beltrami 系数的集合, 并记

k(μ) = inf{‖ν‖∞ : ν ∈ M(μ)}.
ν ∈ M(μ) 称为是极值的是指 ‖ν‖∞ = k(μ). 在 M(μ) 中至少存在一个极值的 Beltrami 系数.

X 上的一个拟共形映射 f 是极值的是指它的 Beltrami 系数 μ 在 M(μ) 中是极值的.

任给 μ ∈ Belt(X), 记 Belt(μ) 是 Belt(X) 中所有与 μ 无穷小等价的 Beltrami 微分的集

合, 并记

‖μ‖ = inf{‖ν‖∞ : ν ∈ Belt(μ)}.

根据泛函分析理论中的 Hahn-Banach延拓定理和 Riesz 表示定理, ‖μ‖ 有如下等价定义:

‖μ‖ = sup
φ∈A1(X)

Re
∫∫

X

μφ,

其中 A1(X) 是 A(X) 中的单位球面. ν ∈ Belt(μ) 称为无穷小极值, 是指 ‖ν‖∞ = ‖μ‖. 同样,

在 Belt(μ) 中至少存在一个无穷小极值的 Beltrami 微分.

Hamilton, Krushkal和 Reich-Strebel (见文献 [1–3]或文献 [10])证明了一个 Beltrami 系

数 μ ∈ M(X)是极值的充分必要条件为 μ是无穷小极值的,即 μ满足 Hamilton-Krushkal条

件 ‖μ‖∞ = ‖μ‖. 此时存在 A1(X) 中的一个序列 (φn), 称为 Hamilton 序列, 使得当 n → ∞
时, Re

∫∫
X

μφn → ‖μ‖∞. 进一步地, 或者 μ 是 Teichmüller 型的, 即存在 φ ∈ A1(X), 使得

μ = ‖μ‖∞|φ|/φ, 或者 (φn) 是一个退化序列, 即 (φn) 在 X 上内闭一致收敛于零.

定义 (无穷小) Strebel 点. 对于 μ ∈ M(X), 记

h(μ) = inf{‖ν|X − E‖∞ : ν ∈ M(μ), E ⊂ X紧}.
显然, h(μ) � k(μ) � ‖μ‖∞. 如果 h(μ) < k(μ), 则称 [μ]T 是一个 Strebel 点. 此时, 根据

Strebel 标架准则, M(μ) 包含一个 Teichmüller 极值. 类似地, 对于 μ ∈ Belt(X), 定义

b(μ) = inf{‖ν|X − E‖∞ : ν ∈ Belt(μ), E ⊂ X紧}.
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显然 b(μ) � ‖μ‖ � ‖μ‖∞. 如果 b(μ) < ‖μ‖, 则称 [μ]B 为一个无穷小 Strebel 点, 并且根据

Strebel 无穷小标架准则, Belt(μ) 含一个无穷小 Teichmüller 极值. 我们还需要如下结果 [11]:

b(μ) = sup lim sup
n→∞

Re
∫∫

X

μφn,

其中的上确界取自 A1(X) 中的所有退化序列 (φn).

3 两个例子

最近, Fan-Chen[9] 证明了存在 μ ∈ M(Δ), 使得 [μ]T 是一个 Strebel 点而 [μ]B 不是一个

无穷小 Strebel 点, 反之亦然. 本节将给出这个结果一个非常简单的证明. 事实上, 以下的两

个引理包含了更多的信息.

引理 3.1 设 D 是某一 Riemann 曲面上的一个 Jordan 区域, 则存在一个全纯映射

F : Δ → M(D) 满足如下条件 :

(1) 对所有的 t ∈ Δ, [F (t)]T = [0]T ;

(2) 对所有的 t ∈ Δ, b(F (t)) = 0;

(3) 只要 t1 	= t2, [F (t1)]B 	= [F (t2)]B.

证明 对于 t ∈ Δ, 考虑如下从单位圆 Δ 到自身的拟共形映射:

ft(z) = z − (1 − |z|)t, z ∈ Δ.

这个映射是属于 Reich 的 [12]. 当 t 很小时, ft 可以逼近著名的 Teichmüller shift 映射 (参见

文献 [13]). 这个映射在其他场合也被多次应用 (见文献 [9, 14]). 记

F (t)(z) =
∂z̄ft

∂zft
=

tz

2|z|+ tz̄
.

显然, F 是从 Δ 到 M(Δ) 的全纯映射, ‖F (t)‖∞ = |t|/(2 − |t|). 由于当 |z| = 1 时, ft(z) = z,

因而对所有的 t ∈ Δ, [F (t)]T = [0]T .

任给 φ ∈ A(Δ),∫∫
Δ

F (t)φ =
∫∫

Δ

tz

2|z|+ tz̄
φ(z)dxdy = −πt2

2

∫ 1

0

rφ

(
− tr

2

)
dr.

于是, 对于 A1(Δ) 中的任意退化序列 (φn),

lim
n→∞

∫∫
Δ

F (t)φn = −πt2

2
lim

n→∞

∫ 1

0

rφn

(
− tr

2

)
dr = 0,

因此, 对所有的 t ∈ Δ, b(F (t)) = 0. 另一方面, 假设 t1 	= t2. 取 φ(z) = n+2
2π zn ∈ A1(Δ), 于是∫∫

Δ

(F (t1) − F (t2))φ =
(
− t2

2

)n+2

−
(
− t1

2

)n+2

,

因此, [F (t1)]B 	= [F (t2)]B. 这证明了引理 3.1 在 D = Δ 的情形.

对一般的 Jordan区域 D, 取 D 到 Δ 的共形映射 γ, 并记 F̃ (t) = F (t) ◦ γγ′/γ′. 于是 F̃

就是所求的映射.

引理 3.2 设 D 是某一 Riemann 曲面上的一个 Jordan 区域, 则存在一个全纯映射

G : Δ → M(D) 满足如下条件 :

(1) 对所有的 t ∈ Δ, [G(t)]B = [0]B;

(2) 对所有的 t ∈ Δ, h(G(t)) = 0;

(3) 只要 t1 	= ±t2, [G(t1)]T 	= [G(t2)]T .
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证明 类似于引理 3.1, 只需考虑 D = Δ 的情形. 根据引理 3.1,很自然考虑映射

G(t)(z) = t
z

|z| .

Reich[15] 对这个映射进行了深入的研究. 我们证明 G 满足引理 3.2.

任给 φ ∈ A(Δ), ∫∫
Δ

G(t)φ = t

∫∫
Δ

z

|z|φ(z)dxdy = 0,

因此, 对所有的 t ∈ Δ, [G(t)]B = [0]B.

继续证明 G 满足其他性质. 利用 Reich[15] 的一些讨论. 考虑

gt(z) = z + 2t|z| + t2z̄, z ∈ Δ,

其中 gt 是 Δ 上的拟共形映射,具有 Beltrami系数 G(t). 由于 gt 在单位圆周上是光滑的,因

此对所有的 t ∈ Δ, h(G(t)) = 0. 记 g̃t(z) = z + 2t + t2z̄, z ∈ Δ, 并记 G̃(t)(z) = ∂z̄ g̃t

∂z g̃t
= t2. 由

于 g̃t 和 gt 在单位圆周上取值相同, [G̃(t)]T = [G(t)]T . 另一方面, 当 t1 	= ±t2 时, 显然成立

[G̃(t1)]T 	= [G̃(t2)]T , 从而 [G(t1)]T 	= [G(t2)]T .

注记 1 引理 3.1 说明存在 M(Δ) 一个 Beltrami 系数全纯族, 其中每一个 Beltrami 系

数表示 B(Δ)中的无穷小 Strebel点，但表示 T (Δ)中的基点,而引理 3.2说明存在M(Δ)一

个 Beltrami 系数全纯族, 其中每一个 Beltrami 系数表示 T (Δ) 中的无穷小 Strebel 点，但表

示 B(Δ) 中的基点.

4 推广: I

本节将上一节的结果从单位圆推广到任意无限型 Riemann 曲面上.

需要如下两个引理.

引理 4.1[16−18] 设 X 是一个无限型 Riemann曲面, D 是 X 上的一个 Jordan区域.如

果 μ ∈ M(X) 满足 [μ]T (X) = [0]T (X), 且 μ|X − D = 0, 则 [μ|D]T (D) = [0]T (D).

引理 4.2 设 X 是一个无限型 Riemann 曲面, D 是 X 上的一个 Jordan 区域. 如果

μ ∈ Belt(X) 满足 [μ]B(X) = [0]B(X), 且 μ|X − D = 0, 则 [μ|D]B(D) = [0]B(D).

证明 根据文献 [19–21] 的一个基本引理, 存在一条从 (0, t0) 到 M(X) 的光滑曲线

μ(t) = tμ + o(t), 满足 [μ(t)]T (X) = [0]T (X), 且 μ(t)|X − D = 0. 引理 4.1 说明 [μ(t)|D]T (D) =

[0]T (D). 根据 Teichmüller 理论中的一个基本结果 (见文献 [22, 第 5 章定理 6]), [μ|D]B(D) =

[0]B(D).

引理 3.1 可以推广为

定理 4.1 设 X 是一个无限型 Riemann 曲面. 存在一个全纯映射 F : Δ → M(X) 满

足如下性质:

(1) 对所有的 t ∈ Δ, [F (t)]T = [0]T ;

(2) 对所有的 t ∈ Δ, b(F (t)) = 0;

(3) 只要 t1 	= t2, [F (t1)]B 	= [F (t2)]B .

证明 取 X 上的一个 Jordan区域 D. 根据引理 3.1,存在一个全纯映射 F̃ : Δ → M(D),

对任意 t ∈ Δ, [F̃ (t)]T (D) = [0]T (D), b(F̃ (t)) = 0,且当 t1 	= t2时, [F̃ (t1)]B(D) 	= [F̃ (t2)]B(D). 定

义 F (t) ∈ M(X)如下: 在 D 上, F (t) = F̃ (t),而在 X −D 上, F (t) = 0. 显然, F : Δ → M(X)
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全纯, 且对任意 t ∈ Δ, [F (t)]T (X) = [0]T (X), b(F (t)) = 0. 引理 4.2 说明, 只要 t1 	= t2,

[F (t1)]B(X) 	= [F (t2)]B(X).

以下定理是引理 3.2 的推广.

定理 4.2 设 X 是一个无限型 Riemann 曲面. 存在一个全纯映射 G : Δ → M(X) 满

足如下性质:

(1) 对所有的 t ∈ Δ, [G(t)]B = [0]B;

(2) 对所有的 t ∈ Δ, h(G(t)) = 0;

(3) 只要 t1 	= ±t2, [G(t1)]T 	= [G(t2)]T .

证明 取 X 上的一个 Jordan区域 D. 根据引理 3.2,存在一个全纯映射 G̃ : Δ → M(D),

对任意 t ∈ Δ, [G̃(t)]B(D) = [0]B(D), h(G̃(t)) = 0, 且当 t1 	= ±t2 时, [G̃(t1)]T (D) 	= [G̃(t2)]T (D).

定义 G(t) ∈ M(X) 如下: 在 D 上, G(t) = G̃(t), 而在 X − D 上, G(t) = 0. 显然, G : Δ →
M(X)全纯,且对任意 t ∈ Δ, [G(t)]B(X) = [0]B(X), h(G(t)) = 0. 引理 4.1说明,只要 t1 	= ±t2,

[G(t1)]T (X) 	= [G(t2)]T (X).

5 推广: II

本节将从另一方面推广第 3 节的结论. 主要结果是

定理 5.1 对任意 r, 0 < r < 1, 存在常数 M(r) 满足如下性质 : 任给非零 μ ∈ M(Δ),

如果 ‖μ‖∞ � M(r), 且在 Δr = {z : |z| < r} 上 μ = 0,则存在 M(Δ) 中的两个 Beltrami 系数

μ1, μ2, [μ1]T = [μ]T , [μ1]B 是一个无穷小 Strebel 点, [μ2]B = [μ]B, [μ2]T 是一个 Strebel 点.

证明 固定 r, 0 < r < 1. 取非零 μ ∈ M(Δ), 在 Δr 上 μ = 0. 对于 t ∈ Δ, 定义

λt(z) =

{ tz

2|z| + tz̄
, z ∈ Δr,

μ(z), z ∈ Δ − Δr.

显然, λ 是从 Δ 到 M(Δ) 的全纯映射, 且 b(λt) � ‖μ‖∞. 引理 3.1 和 4.2 说明, 对任意的

t ∈ Δ, [λt]T = [μ]T , 且当 t1 	= t2 时, [λt1 ]B 	= [λt2 ]B.

下面证明, 当 ‖μ‖∞ 充分小而 |t| 接近于 1 时, [λt]B 是一个无穷小 Strebel 点. 任给

ϕ ∈ A(Δ), ∣∣∣∣
∫∫

Δ

λtϕ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫∫

Δr

tz

2|z|+ tz̄
ϕ(z)dxdy +

∫∫
Δ−Δr

μ(z)ϕ(z)dxdy

∣∣∣∣
�

∣∣∣∣πt2

2

∫ r

0

ρϕ

(
− tρ

2

)
dρ

∣∣∣∣ − ‖μ‖∞
∫∫

Δ−Δr

|ϕ(z)|dxdy.

取 ϕ = π−1 ∈ A1(Δ), ‖λt‖ � 1
π |

∫∫
Δ

λt| � |t|2r2

4 − (1 − r2)‖μ‖∞. 假定 ‖μ‖∞ < r2

4(2−r2) , 于是,

当 |t|2 > 4(2−r2)‖μ‖∞
r2 时,

‖λt‖ � |t|2r2

4
− (1 − r2)‖μ‖∞ > ‖μ‖∞ � b(λt),

因此, [λt]B 是 B(Δ) 的一个无穷小 Strebel 点.

继续证明定理 5.1 的第 2 部分. 记 f = fμ. 于是 f |Δr 是共形的. 不失一般性, 假

定 f(Δ) = Δ, 且 f(0) = 0. 于是, |z| = r 时, |f(z)| � 41−KrK , 其中 K = 1+‖μ‖∞
1−‖μ‖∞ . 记

r′ = 41−KrK , 则 Δr′ ⊂ f(Δr). 取 ‖μ‖∞ � 1/3, 使得 r′ � r2/4.
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对于 t ∈ Δ, 定义

ηt(z) =

⎧⎨
⎩

t
f(z)
|f(z)|

f ′(z)
f ′(z)

, z ∈ f−1(Δr′),

μ(z), z ∈ Δ − f−1(Δr′).

显然, η 是从 Δ 到 M(Δ) 的全纯映射, 且 h(ηt) � ‖μ‖∞. 现证明, 当 ‖μ‖∞ 充分小而 |t| 接近
于 1 时, ηt 是 M(Δ) 中所求的元素.

定义 σt 如下: 在 Δr′ 上, σt(z) = tz/|z|, 在 Δ − Δr′ 上, σt = 0. 引理 3.2 及其证明过程

说明 [σt|Δr′ ]B 是 B(Δr′)中的基点. 因此
[
t f(z)
|f(z)|

f ′(z)
f ′(z)

]
B
是 B(f−1(Δr′)) 中的基点. 所以,对

任意的 t ∈ Δ, [ηt]B = [μ]B. 引理 3.2 和 4.1 说明, 只要 t1 	= ±t2, 则 [ηt1 ]T 	= [ηt2 ]T . 现证明,

当 ‖μ‖∞ 充分小而 |t| 接近于 1 时, [ηt]T 是一个 Strebel 点.

需要找到 k(ηt) 的一个下界估计. 类似于引理 3.2 的证明, 定义

gt(z) =

{
z + 2t|z|+ t2z̄, z ∈ Δr′ ,

z + 2tr′ + t2r′2/z, z ∈ Δ − Δr′ .

于是, σt 是 gt 的 Beltrami 系数, 且 fηt = gt ◦ f , 因此,

k(σt) � k(ηt) + ‖μ‖∞
1 + k(ηt)‖μ‖∞ � k(ηt) + ‖μ‖∞.

定义 σ̃t 如下: 在 Δr′ 上, σt(z) = t2, 在 Δ − Δr′ 上, σt = 0. 记

g̃t(z) =

{
z + 2tr′ + t2z̄, z ∈ Δr′ ,

z + 2tr′ + t2r′2/z, z ∈ Δ − Δr′ .

于是, σ̃t 是 g̃t 的 Beltrami 系数, 且 g̃t 和 gt 在单位圆周上取值相同, 因此, [σ̃t]T = [σt]T , 从

而 k(σt) = k(σ̃t).

利用 Reich-Strebel 不等式 [3] 给出 k(σ̃t) 的一个下界, 即
1 − k(σ̃t)
1 + k(σ̃t)

� 1
π

∫∫
Δ

|1 − σ̃t|2
1 − |σ̃t|2 =

|1 − t2|2
1 − |t|4 r′2 + 1 − r′2.

当 t 是实数时,

k(σ̃t) � t2r′2

1 + t2 − t2r′2
� t2r′2

2
� t2r4

32
.

因此, 假定 ‖μ‖∞ < r4/64. 于是, 当 |t| >
8
√

‖μ‖∞
r2 时,

k(ηt) � k(σ̃t) − ‖μ‖∞ � t2r4

32
− ‖μ‖∞ > ‖μ‖∞ � h(ηt).

因此, [ηt]T 是一个 Strebel 点. 这完成了定理的证明.

注记 2 从证明过程可以知道, 可以取 M(r) = r4/64.

推论 5.1 存在一个常数 M ,对于任意非零 Beltrami系数 μ ∈ M(Δ),只要 ‖μ‖∞ � M ,

则存在 M(Δ)中的两个 Beltrami系数 ν1 和 ν2, [ν1]T = [μ]T , [ν1]B 是一个无穷小 Strebel点,

而 [ν2]B = [μ]B, [ν2]T 是一个 Strebel 点.

证明 固定 r, 0 < r < 1. 假设 μ ∈ M(Δ) 非零, 于是存在 μ1 ∈ M(Δ), [μ1]T = [μ]T ,

且 μ1|Δr = 0. 这里，总可以选取 μ1, 使得当 ‖μ‖∞ → 0 时, ‖μ1‖∞ → 0 (详见文献 [23]).

当 ‖μ‖∞ 充分小使得 ‖μ1‖∞ � M(r) 时, 定理 5.1 说明, 存在 M(Δ) 中的 Beltrami 系数 ν1,

[ν1]T = [μ1]T = [μ]T , [ν1]B 是一个无穷小 Strebel 点. 类似地, 存在 μ2 ∈ M(Δ), [μ2]B = [μ]B,

μ2|Δr = 0, 且当 ‖μ‖∞ → 0 时, ‖μ2‖∞ → 0. 因此当 ‖μ‖∞ 充分小使得 ‖μ2‖∞ � M(r) 时, 定
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理 5.1说明,存在M(Δ)中的 Beltrami系数 ν2, [ν2]B = [μ2]B = [μ]B, [ν2]T 是一个 Strebel点.

注记 3 正如 Fan-Chen[9] 所提出的, 一个自然的问题是, 对任意的 Beltrami 系数 μ ∈
M(Δ), 是否存在 M(Δ) 的两个 Beltrami 系数 ν1 和 ν2, [ν1]T = [μ]T , [ν1]B 是一个无穷小

Strebel 点, 而 [ν2]B = [μ]B, [ν2]T 是一个 Strebel 点. 推论 5.1 说明当 ‖μ‖∞ 很小时, 答案是

肯定的. 我们相信对所有的 μ ∈ M(Δ), 结论都成立.

致谢 作者感谢审稿人的有益建议.

参考文献

1 Hamilton R S. Extremal quasiconformal mappings with prescribed boundary values. Tran Amer Math Soc,

138: 399–406 (1969)

2 Krushkal S L. Extremal quasiconformal mappings. Siberian Math J, 10: 411–418 (1969)

3 Reich E, Strebel K. Extremal quasiconformal mappings with prescribed boundary values. In: Contributions

to Analysis, A collection of papers dedicated to Lipman Bers. New York: Academic Press, 1974, 375–391
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