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秩亏自由网的双重条件平差
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摘要:针对自由网的秩亏问题，提出一种名为双重条件平差的方法，该方法简洁易懂，且法方程的系数矩阵不会出现秩亏问题，对

秩亏自由网平差有一定的参考价值。
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一、引 言

    当控制网中无起算数据时，这种网称为自由网。

对于自由网，在按通常的间接平差法进行平差时，法

方程的系数矩阵将出现秩亏，从而无法求得惟一确

定的估计量。为了求得秩亏方程的惟一解，需附加

一约束条件，把这种平差方法称为秩亏自由网平差，

也叫无固定数据的自由网平差，简称自由网平差。

    在最小二乘最小范数原则下平差自由网，已经

提出了不少解法，各有特点。根据运用的数学工具

的不同，大致可分为3类:①利用广义逆理论，如

Mittermayer伪逆解法;②利用特征值和特征向量，
如Pelzer伪观测法，Mittermayer附加条件法，Perel-
muter消去条件法;③转化为经典平差方法进行处

理，如Wolf直接解法。另外，我国已故著名大地测
量学家周江文研究员针对变形监测网提出了拟稳平

差的自由网平差方法;还有许多学者也对秩亏自由

网平差问题进行了一些有益的探索〔’一”〕。以上所述
的各种秩亏自由网平差方法，有一个共同的特点，即

都是从间接平差入手，先求出未知参数的最佳估值，

再求观测值的改正数。本文提出的双重条件平差法，

则先按条件平差解出观测值的改正数，然后利用未知

参数和观测值平差值之间的关系列出条件方程，再进

行第2次条件平差，从而求出未知参数的最佳估值。

    二、双重条件平差原理

    经典自由网平差、秩亏自由网平差和拟稳平差，

虽然各自具有不同的基准条件，但并不影响最小二

乘原则VTPV = min，所以对同一个网分别进行经

典自由网平差，即作条件平差或给定必要的起算数

据作间接平差，以及作自由网平差，求出的观测值的

改正数相同，这也是本文提出的双重条件平差的依

据所在。

    双重条件平差的基本思想是:先对自由网进行

条件平差，求出观测值的平差值，然后任选出与必要

观测个数相同个数的观测值平差值作为虚拟观测值

进行虚拟观测(因为虚拟观测值为条件平差后的平

差值，它们之间不在存在矛盾，所以只需选用与必要

观测个数相同个数的观测值平差值作为虚拟观测

值，而不需全部选用所有的观测值平差值进行虚拟

观测)，再以未知参数和虚拟观测值之间的关系列出

条件方程，进行第2次条件平差，从而求出未知参数

的最佳估值。

    设自由网的n个独立的观测值向量Lnxl二

[L1, L29..., Ln]T，相应的权为pi ( i二1,2,...,。)，
权阵为对角矩阵Pnxn，观测值改正数向量为Vnxl,

未知参数向量为X.x1，未知参数的近似值向量为

欢x1，未知参数近似值的改正数向量为ax.. l，必

要观测个数为 ‘，多余观测个数 r二n一to

    秩亏自由网双重条件平差的步骤如下。

    1.对自由网进行第1次条件平差。列改正数

条件方程

A,、n vn、1+W'.、1=0 (1)

按条件平差得

V=P一'ATK

NK+W =0
(2)
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其中

              Nrxr二AP一’AT            (3)

求出

                K=一N一’W             (4)

所以可求出V=P-IATK XMJ值的平差值L=L+V,
L的协因数阵

        Qu=P一’一P一’ATN一‘AP一‘ (5)
    2.进行第2次条件平差。任选出t个L组成

的Lt x;作为虚拟观测值进行虚拟观测,Ltx1的协因
数阵为灯, Qt可根据选出的t个观测值平差值从
QLL中直接找出来。注意:选出的虚拟观测值的个
数为必要观测个数，即此次的虚拟观测为必要观测，

不需多余观测，只要把所有的未知点都联系上就行。

    以未知参数和Ltx，的关系列t个条件方程
            Lt、;=Bt、uxu、1+dt x; (6)

改正数条件方程为

            Bt、uaxu、;+wit、1==0         (7)

其中

        Wit、;=Bt、,ux之、，+‘:、，一艺:、， (8)
要求在满足Bt xu8Xux1+W r txl=0的条件下，求

得8XT SX = min的极值点，所以可按条件平差的方
法得

    三、实例分析

    设有水准网如图1所示，观测高差及其权分别

为h, =0.017 m,p1=2; h2=1. 109 m, p:二2; h3二
1·131 m，P3=2; h4 = 0. 077 m, P4二1;h5=0.091 m,

p5=1;h6=1.204 m,p6=1;试求平差后各点的高
程 X及其中误差。

ax==BT K'

法方程 N'K'+W，二0
(9)

                            图 1

    解:设A, B, C, D 4点平差后的高程为X1,

X2, X3, X4，其近似高程分别为X兮=0.076 m,X呈二

0.091 m, Xg二0.000 m, XZ==1. 203 m，观测值改正
数为vi，高程近似值改正数为s xi o

    1。先进行第一次条件平差，t二3,;二6一3二30

    列观测值改正数条件方程

              A3 x6V6x1+W3、1二0

    即
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其中

                N' i、:=BB T (10)

因为:k (N')=rk(B)=t，所以N‘为满秩方阵，故

N'不存在秩亏问题。

可得

              K'=一(N')一‘W' ‘           (11)

从而求得

            ax=一BT(N')一’w'      (12)

    3.求单位权中误差m。及Qxx，以评定精度。
由式(8)按协因数传播率得

                Q w, w,==Qf (13)
由式(12)按协因数传播率得未知数权逆阵

      Qxx=BT[N'〕一’Q'[BT[N'〕一’] T    (14)
单位权中误差

由式(2)得法方程

一1

2.5

0]Tmm

VT PV
M O== 土 (15)

由式(2)，式(4)得

        V二「1  2 一2 一2  2

高差平差值

人=人+V=

  [0.018 1.111  1.129 0.075

由式(5)得高差平差值的协因数阵
0.093 1.2043Tm

Qu为
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    2.选人;，h2, n6为虚拟观测值进行虚拟观测
(当然，选其他任何3个高差平差值为虚拟观测值也

行，只要能把所有的未知点都联系上即可)，以高差

平差值和未知参数的关系列出的高程近似值改正数

的条件方程B3x48凡、;+W'3 xi=0为
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由式(9)，式(11)得

      8X=[一I.5  1.5

各点平差后的高差
x=X0+ax=

    [0.074 5  0.092 5

    3.求m。及Qxx
    由式(15)得

一0.5  0.5]Tmm

一0.0005  1.2035 ]TM

MO二 士 = 土2.9 mm

在QGL中可得虚拟观测值之间的协因数阵
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285 7

1429

0.0000

0.2857

0.1429

0.000

0.142

0.428

所以由式(14)得

Qxx二

  0.1160

一0.0268

一0.0625

一0.0268

一0.0268

  0.116 1

一0.0625

一0.0269

一0.0625

一0.0625

  0.1875

一0.0625

一0.0268

一0.0268

一0.0625

  0.1161

各点的高程中误差为

    mx， = t 2.9 x (0. 116 0)1/2=土1·0 mm，

    mxz=土2.9 x (0.116 1)1/2=土1.0 mm,

    mx3=士2. 9 x (0. 187 5) 1/2=士1.3 mm,

    mxa=t 2.9 x (0. 116 1)’‘，=士1·0 mm.

      四、结 论

    依据条件平差的思想，本文提出了秩亏网的双

重条件平差方法，并给出了具体的求解步骤及计算

公式。与以往所使用的求解秩亏网的方法相比，该

方法的本质特点:在求解未知参数的过程中，不使用

间接平差，而将平差过程分为两次条件平差，第1次

条件平差求出观测值的改正数，再用第2次条件平

差求出未知参数的最佳估值;两次平差过程中的法

方程的系数矩阵均为满秩矩阵，不会出现秩亏问题，

因而不需要广义逆矩阵知识，也不需要求特征值和

特征向量，利用常规的矩阵逆即可求出未知参数的

最佳估值，从而计算过程变得简单了。另外，该方法

意义明确，简洁易懂，便于掌握和应用，所以对秩亏

自由网平差有一定的参考价值。
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