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	用岭估计研究不完全3维趋势面在GPS工程
水准测量中的应用
李崇贵　牟玉香　赵书河
(石油大学建筑工程系　257062)

　　【摘　要】　为减小GPS工程水准测量中拟合误差的影响，本文采用岭估计代替最小二乘估计，用考虑地形起伏影响的不完全3维趋势面代替2维趋势面，确定求测区(似)大地水准面和参考椭球面差距的数学模型。并通过实例论证了不完全3维趋势面的预报效果优于2维趋势面。

　　一、引　言http://www.othermap.com测绘信息网
　　GPS网的高程是相对于参考椭球面的大地高，工程测量中要求的是相对于(似)大地水准面的正高或正常高。如图1所示，hP为任一点P的大地高，HP为正(常)高，NP为(似)大地水准面与参考椭球面的差距，它们之间的关系为

NP=hP-HP　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1)
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	图1

设在地面上有若干点，它们既有GPS高，又有正(常)高，可求出这些点处参考椭球面和(似)大地水准面的差距。由这些差距采用适当的数学方法，找出测区计算N值的回归方程，就能由GPS高和N值求出正(常)高，无需进行常规水准测量。求N值的精度除与GPS测量的精度有关外，还与已知水准点的精度、数量、在网中的分布及测区地形起伏的变化程度有关。回归模型的不合理、已知水准点的数量及分布可能造成回归模型未知量间存在复共线性。为研究测区地形起伏、已知水准点的不同分布及复共线性对求N值回归方程的影响，本文采用岭估计及不完全3维趋势面确定求测区N值的回归方程。http://www.othermap.com测绘信息网

　　二、岭估计控制LS估计的条件
　　设有线性回归模型

Y＝Xβ+e, E(e)=0,COV(e)=σ2I　　　　　　　　　　　　(2)

式中，X为n×m的设计阵，且R(X)＝m。
　　β的LS估计为
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LS=(XTX)-1XTY　　　　　　　　　　　　　　　　(3)

[image: image3.png]


LS为β的无偏估计，其均方误差为http://www.othermap.com测绘信息网
MSE([image: image4.png]


LS)=σ2tr(XTX)-1　　　　　　　　　　　　　　　　　(4)

　　记λ1≥λ2≥…≥λm≥0为XTX的特征根，因XTX可逆，(XTX)-1的特征根为：λ-11,λ-12,…，λ-1m，(4)式可变为
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　　　　　　　　　　　　　　　(5)

　　在上式中，若XTX至少有一个特征根很小，即很接近于0，MSE（[image: image6.png]


LS）就很大。这时，尽管高斯-马尔可夫定理保证了σ2tr（XTX）-1在线性无偏估计类中很小，但它本身的值却很大，则[image: image7.png]


LS不是β的良好估计。XTX至少有一特征根很小，称设计阵X呈病态，或存在复共线性。设计阵X是否存在复共线性，可通过计算矩阵XTX的条件数或方差扩大因子来确定［1～2］。
　　线性模型(2)的岭估计为http://www.othermap.com测绘信息网
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(k)=(XTX+kI)-1XTY　　　　　　　　　　　　　　(6)

式中，k>0，为岭参数。
　　与LS估计相比，岭估计把XTX换成了XTX+kI。当XTX的特征根至少有一个很接近于0时，XTX+kI的特征根λ1+k,λ2+k,…，λm+k接近于0的程度就会得到改善，使MSE（[image: image9.png]


(k)）<MSE([image: image10.png]


LS)，即在均方误差意义下，岭估计优于LS估计。用岭估计代替LS估计，需求使MSE（[image: image11.png]


(k)）达到最小的k值，已证明这样的k一定存在［1～2］，本文采用岭迹法求k值［1］。
　　
　　三、不完全3维趋势面模型http://www.othermap.com测绘信息网
　　定义完全3维趋势面模型为

　　Ni=β1xi+β2yi+β3zi+β4x2i+β5y2i+β6z2i+β7xiyi+β8xizi+β9yizi+β10　　　(7)

式中，xi,yi,zi分别为各控制点的平面坐标及GPS高程，以10 km为单位。
　　上式模型中包括高程项，即考虑了地形起伏对N值的影响。对具体的GPS网，模型可能不尽合理，可用岭迹法及方差扩大因子法对其中的变量进行取舍，去掉不合理项，精化后的模型称为不完全3维趋势面。
　　四、用岭估计及不完全三维趋势面确定测区N值回归方程的实例 
　　表1为某控制网的GPS定位成果，包括15个控制点的平面坐标、GPS高及正常高。http://www.othermap.com测绘信息网
表1　某控制网的GPS定位成果


	序号
	点名
	x/10 km
	y/10 km
	GPS高h/m
	正常高H/m
	（H-h）/m

	1
	2001
	4.856 220
	-1.578 891
	10.485
	8.313
	-2.172

	2
	2002
	4.826 826
	-1.013 125
	8.913
	6.547
	-2.366

	3
	2008
	3.748 925
	-0.745 264
	8.616
	6.107
	-2.509

	4
	2010
	3.764 185
	-1.850 432
	9.013
	6.192
	-2.839

	5
	3015
	4.627 002
	-1.624 061
	7.792
	5.586
	-2.206

	6
	3018
	4.433 584
	-1.700 734
	8.508
	6.206
	-2.306

	7
	3027
	3.942 168
	-0.623 259
	8.314
	5.851
	-2.463

	8
	3029
	3.760 029
	-0.992 126
	8.084
	5.530
	-2.554

	9
	3032
	3.769 341
	-1.579 344
	10.835
	8.062
	-2.773

	10
	3036
	4.385 549
	-0.728 814
	6.679
	4.225
	-2.454

	11
	4043
	4.580 938
	-0.893 118
	7.247
	4.758
	-2.489

	12
	4050
	4.442 349
	-0.866 973
	7.110
	4.634
	-2.476

	13
	4075
	3.915 812
	-1.238 138
	12.042
	9.321
	-2.721

	14
	4078
	3.655 339
	-1.300 214
	13.186
	10.507
	-2.679

	15
	4081
	4.147 118
	-0.926 115
	7.263
	4.682
	-2.581


	　　为研究测区已知水准点的不同分布对求N值的影响，分两种方案。方案1不参加回归的预报点为3029、3036、4078，其中3036、4078分别是网中的最低点和最高点。其余点用于回归求N的拟合方程。方案2不参加回归的预报点为2001、2002、2008，分布在测区四周，其余点参加回归。下面分别计算两种方案的LS估计和预报效果最佳的岭估计的回归方程及预报精度。http://www.othermap.com测绘信息网
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	图2　方案1中各回归参数的岭迹图

　　方案1按(7)式的模型，得LS估计及k=0.001时岭估计的回归方程，各回归参数的岭迹图如图2(a)所示。http://www.othermap.com测绘信息网
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i.LS=0.6117xi+3.5955yi+0.6275zi-0.0643x2i+
　　　　　 0.1420y2i-0.0196z2i-0.7499xiyi-0.0662xizi-
0.0102yizi-5.2727　　　　　　 
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i(k)=-0.9672xi+2.5047yi+0.2564zi+0.0731x2i+
　　　　　　0.0354y2i-0.0089z2i-0.6627xiyi-0.0136xizi+
0.0407yizi-0.7553　　　　　　

　　LS估计及岭估计回归方程的预报中误差分别为15.99 cm和13.26 cm。分析图2(a)得：[image: image15.png]


2(0)=[image: image16.png]


2.LS，[image: image17.png]


10(0)=[image: image18.png]


10.LS的绝对值较大，按LS估计的观点，yi及常数项β10对Ni的影响大，但当k从0略有增加时，[image: image19.png]


2(k)和[image: image20.png]


10（k）都迅速减小，并趋于稳定。从岭估计的观点看，yi及β10对Ni的影响比LS估计的小。由于[image: image21.png]


4(k)、[image: image22.png]


6(k)、[image: image23.png]


8(k)、[image: image24.png]


9(k)都很小，且β1(k)与β10(k)近似相关，用方差扩大因子法去掉模型(7)中的β10及z2i项，得不完全3维趋势面：http://www.othermap.com测绘信息网
Ni＝β1xi+β2yi+β3zi+β4x2i+β5y2i+β6xiyi+β7xizi+β8yizi　　　　　　　(8)

　　按式(8)的模型，得LS估计及k=0.001时岭估计的回归方程，各回归参数的岭迹图如图2(b)所示。

　　[image: image25.png]


i.LS=-0.9693xi+3.7550yi+0.2159zi+
　　　　　　 0.1064x2i+0.3381y2i-0.7332xiyi-
　 0.0486xizi+0.0174yizi
　　[image: image26.png]


i(k)=-0.9537xi+2.5218yi+0.0710zi+
　　　　　　 0.0671x2i+0.1599y2i-0.6309xiyi-
　 0.0029xizi+0.0587yizi
　　LS估计及岭估计回归方程的预报中误差分别为7.75 cm和9.32 cm。图2(b)的稳定性明显优于图2(a)。
　　方案2按模型(7)拟合，得LS估计及k=0.005时岭估计的回归方程，各回归参数的岭迹图如图3(a)所示。
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i.LS=-6.6791xi+6.2932yi-0.7012zi+
　　　　　　0.6144x2i+0.3010y2i+0.0126z2i-
　　　　　　　 1.0586xiyi+0.0712xizi-0.1365yizi+
17.4458　　　　　

　　[image: image28.png]


i(k)=-0.8323xi+1.2460yi-0.00524zi+
　　　　　　0.0714x2i+0.0812y2i+0.00976z2i-
　　　　　　　0.5064xiyi-0.0148xizi+0.1227yizi-
0.3447　　　　　　
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	图3　方案2中各回归参数的岭迹图


	　　LS估计及k=0.005时岭估计回归方程的预报中误差分别为30.18 cm和10.98 cm。各回归参数的岭迹图与图2相似。但[image: image30.png]


2(0)＝[image: image31.png]


2.LS，[image: image32.png]


10(0)＝[image: image33.png]


10.LS的绝对值都比图2(a)中的大，且当k从0略有增加时，它们都急剧减小，并趋于稳定。这说明从岭估计的观点看，yi及β10对Ni的影响比LS估计的小，且比方案1的更严重。
　　采用模型(8)，得LS估计及k=0.010时岭估计的回归方程，及回归参数的岭迹图如图3(b)所示。http://www.othermap.com测绘信息网
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i.LS=-0.6574xi+5.0429yi+0.3512zi+0.0672x2i+
　　　　　0.2052y2i-1.0193xiyi-0.1059xizi-0.0386yizi
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i(k)=-1.3255xi+0.9655yi+0.0701zi+0.1252x2i-
　　　　　0.0373y2i-0.4341xiyi+0.0066xizi+0.0916yizi
　　LS估计及k=0.010时岭估计回归方程的预报中误差分别为15.78 cm和5.02 cm。图3(b)与图2(b)相似。但当k略有增加时，2(k)的减小程度比图2(b)中的快，1(k)和6(k)相关，其余各参数的岭迹图很稳定。
　　通过上面的分析可得：
　　1. 方案1参加回归的点不包括测区的最高点和最低点，按完全3维趋势面进行拟合，LS估计的预报中误差为±15.99 cm。 k=0.001时岭估计的预报中误差为±13.26 cm，相比于LS估计，预报精度略有提高，这说明模型(7)本身不太合理。
　　2. 采用方差扩大因子及岭迹图对完全3维趋势面中的变量进行取舍，得不完全3维趋势面模型(8)。方案1按模型(8)进行拟合，LS估计的预报中误差为±7.75 cm。k=0.001时岭估计的预报中误差为±9.32 cm，相比于完全3维趋势面，预报精度有很大提高。但岭估计的预报精度低于LS估计，这是由于图2(b)中各参数的岭迹图比较稳定的原因。
　　3. 方案2中参加回归的点包括网中的最高点和最低点，且预报点均匀分布在测区四周，模型(7)LS估计的预报中误差为±30.18 cm,k=0.005时岭估计的预报中误差为±10.98 cm。而模型(8)LS估计的预报中误差为±15.78 cm，k=0.010时的岭估计的预报中误差为±5.02 cm，预报精度提高很大。http://www.othermap.com测绘信息网
　　4. 相同的数据，采用2维趋势面：
　　　　　　　　　　　　Ni=β1xi+β2yi+β3x2i+β4y2i+β5xiyi+β6
由于模型中未考虑地形起伏对Ni的影响，任意选取测区10个点进行回归，余下5点用作预报，用岭估计代替LS估计，最佳预报中误差为±6.24 cm。精度比考虑地形起伏的不完全3维趋势面差。
　　
　　五、结　论
　　1. 在GPS工程水准测量中，宜采用考虑地形起伏影响的不完全3维趋势面代替2维趋势面作为拟合模型。
　　2. 参加回归的已知水准点的平面位置和高程对预报精度有明显影响，但其中高程的影响更显著，参加回归的点一定要包括网中的最高点及最低点。
　　3. 由于已知水准点的数量、在测区的分布及采用拟合模型本身的不合理，回归方程设计阵X一般存在复共线性，因此，应采用岭迹法或方差扩大因子法对回归模型中的变量进行取舍，针对具体问题，精化回归模型，并采用岭估计代替LS估计确定求N值的回归方程。
　　4. 不完全3维趋势面模型中包括的变量可能比2维趋势面及其他模型中的多，需较多的已知水准点才能求出回归方程，但对较大的GPS网，用常规水准测量测定其中不多于10个点的正(常)高，就可以较高的精度求出其余点的正(常)高，在实际工作中还是可取的。
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