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摘要：通过对条件平差、间接平差、附有条件的间接平差、附有未知数的条件平差和附有限制条件的条件平差等 7种经典平差模型

的深入研究，揭示它们之间的区别和内在联系。证明条件平差模型、间接平差模型、附有未知数的条件平差模型和附有限制条件

的条件平差模型都是附有条件的间接平差模型的特例。
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一、概 述

“‘测量平差’是测绘类专业中一门重要的技术

基础课，是用于观测数据处理的一门应用数学”［%］。

“长期以来，测量平差教材的编写和讲授，都是沿用

逐个平差方法孤立介绍的体系，使得学习者误认为

测量平差就是各种不同平差方法的汇集和堆

砌”［%］。其结果，不仅造成学生难学难记，更严重的

是“当学习者学完平差课之后，由于没有真正理解各

种平差方法的本质区别究竟何在，它们内在的联系

究竟如何，因而总觉得脑子里装了不少零碎的方法，

以至造成‘只见枝叶，不见根本’的后果”［%］。为了

解决这个问题，於宗俦教授早在 &! 世纪 9! 年代末
就提出了旨在统一各种经典平差模型的“概括模

型”———附有限制条件的条件平差模型。

该“概括模型”对测量平差的贡献是不容否定

的：首先，该“概括模型”统一了以前各种经典平差模

型中杂乱无章的符号；其次，该“概括模型”从形式上

统一了以前的各种经典平差模型。然而，当我们仔

细推敲时可以发现，该“概括模型”似乎没有达到预

期的目的，即“概括模型”只是从形式上统一了以前

的各种经典平差模型，并没有真正揭示各种经典平

差模型的内在联系。例如，附有条件的间接平差与

附有未知数的条件平差是什么关系？其内在联系又

是什么？这样的问题“概括模型”是不能回答的。因

此，有必要进一步研究各种经典平差模型真正的内

在联系。

笔者在深入研究各种经典平差模型的内在联系

时得出如下论断：各种经典平差模型的根本区别和

内在联系是“所选参数的个数、选什么量为参数以及

参数之间是否函数独立”，而且附有条件的间接平差

模型本身就是各种经典平差模型的概括模型，其余

的经典平差模型，如条件平差模型、间接平差模型、

附有未知数的条件平差模型和附有限制条件的条件

平差模型都是它的特例。

二、符号及意义

为了证明以上论断，我们先给出模型中的符号

及其含义：

!———观测值的个数；
"———必要观测的个数；
#———多余观测的个数，且有 # : ! ; "；
$———参数的个数；
%———不独立参数的个数，即 % : $ ; "；
&———当 $ < ! 时，后 $ ; ! 个参数的个数，即

& : $ ; !；
’———后 & 个参数中独立参数的个数；
(———后 & 个参数中不独立参数的个数，即 (

: & ; ’；
!——— ! = %的观测值向量；
"——— ! = %的改正数向量；
#!———! = % 的观测值估值向量，且 #! : ! >

"；

!——— ! = %的真误差向量；
$——— ! = $ 的误差方程系数矩阵；
#%——— $ = %的参数估值向量；
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!——— ! ! " 的条件方程系数矩阵；
"——— # ! "的误差方程常数向量；
#——— ! ! "的条件方程常数项向量。

三、论断的证明

设附有条件的间接平差模型为

$
# ! "

# %
# ! "

&’
" ! "

$ "
# ! "

!
! ! "

&’
" ! "

$ #
! ! "

}
# %

（"）

下面来证明参考文献［&］中介绍的条件平差模
型、间接平差模型、附有未知数的条件平差模型和附

有限制条件的条件平差模型都是式（"）的特例。
! " 间接平差
当附有条件的间接平差模型式（"）中参数的个

数小于观测值的个数而等于必要观测值的个数，即

" # $ ’ #，且 $ 个参数相互独立时，有 ! # " ( $ #
$ ( $ # %，即参数之间不存在条件。故有 ! # %。于
是式（"）变为

$
# ! "

# %
# ! $

&’
$ ! "

$ (
# ! "

（&）

式（&）就是参考文献［&］中介绍的间接平差模
型。式（&）表明：间接平差模型是附有条件的间接平
差模型的特例。

# " 条件平差
当附有条件的间接平差模型式（"）中参数的个

数等于观测值的个数，即 " # #，且选择 # 个观测值
的真值为参数时，有 ! # " ( $ # # ( $ # %，即参数之
间存在 % 个条件。此时参数 &’

" ! "
# &)

# ! "
，误差方程系

数矩阵为单位矩阵，即 % # (，误差方程常数向量 "
# ( )。于是式（"）变为

$
# ! "

# &)
# ! "

( )
# ! "

!
% ! #

&)
# ! "

$ #
% ! "

}
# %

（)）

将式（)）的第 " 式代入第 & 式，消去 # 个参数
&)，得

!
% ! #

$
# ! "

$ !
% ! #

)
# ! "

$ #
% ! "

# %

令 *
% ! "

# !
% ! #

)
# ! "

$ #
% ! "

则有 !
% ! #

$
# ! "

$ *
% ! "

# % （*）

式（*）就是我们所熟知的条件平差模型。式（*）
表明：条件平差就是参数的个数等于观测值的个数，

且选择 # 个观测值的真值为参数时的附有条件的
间接平差在消去参数以后的中间形式。所以条件平

差模型是附有条件的间接平差模型的特例。

例 " &如图 "，已知 ’，( 两点的坐标和 ’( 边的
边长分别为 )’ # ) "*) & &)+，*’ # , &-% & ))*，)( #
* -%. &)-"，*( # , %&, &-.-，!’( # ),%+,*,&+- )个内

角的观测值为 . " # **+%,,*,-，. & # .)+"%,*)-，. ) #
*&+*),&+-。取 / 点的近似坐标为 ) %

/ # * .)) &%")，

*%/ # - ,") &+%&。由图 " 可知本例的必要观测数为

$ # &。

图 "

现选 )个观测值为参数，即 &’ / #（ 0) "
0) &

0) )）

# &) / #（ 01" 01& 01)）。因为 " # # 0 $，! # " ( $ # #
( $ # % # ) ( & # "，所以 ) 个参数之间存在一个条
件。于是，由图知附有条件的间接平差模型为

2 "
2 &
2









)

#

01"
01&
01









)

(
**+%,,*,-
.)+"%,*)-
*&+*),&+









-

01" $ 01& $ 01) ( "1% # %
将此附有条件的间接平差模型的第 "式代入第

&式，消去参数 &)，得
2 " $ 2 & $ 2 ) ( ,- # % （,）

式（,）就是按条件平差时的条件方程。可见条
件平差是附有条件的间接平差的特例。

$ " 附有未知数的条件平差
当附有条件的间接平差模型式（"）中参数的个

数大于观测值的个数，即 " 0 #，且前 # 个参数选为
观测值的真值，后 3 # " ( # 个参数相互独立时，有
! # " ( $ # # $ 3 ( $ # % $ 3，" # ( )。在这种情况
下，将参数向量、误差方程系数矩阵和条件方程系数

矩阵分块

&’
" ! "

/ # &)
" ! #

/ &+
" ! 3

( )/ /， %
# ! "

# (
# ! #

%
# !

( )
3
，

!
! ! "

# !"
! ! #

!&
! !

( )
3

于是（"）式变为
$

# ! "
# &)

# ! "
( )

# ! "

!"
! ! #

&)
# ! "

$ !&
! ! 3

&+
3 ! "

$ #
! ! "

}# %
（-）

将式（-）的第 " 式代入第 & 式，消去前 # 个参
数 &)，得

!"
! ! #

$
# ! "

$ !"
! ! #

)
# ! "

$ !&
! ! 3

&+
3 ! "

$ #
! ! "

# %

令 *
! ! #

# !"
! ! #

)
# ! "

$ #
! ! "
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则有 !!
! " "

"
" " !

# !$
! " #

#$
# " !

# %
! " !

% & （’）

式（’）就是附有参数的条件平差模型。式（’）表
明：附有参数的条件平差就是参数的个数大于观测值

的个数，且选择观测值的真值为前 " 个参数，而后 #
% $ ( " 个参数相互独立时的附有条件的间接平差
在消去前 " 个参数以后的中间形式。所以附有参数
的条件平差模型是附有条件的间接平差模型的特例。

例 $ %对于例 !中的单三角形，现选 )个观测值
和 & 点 的 两 个 坐 标 改 正 数 为 参 数，即 #& *

’( !
’( $

’( )
’( +

’(( ), % ’)! ’)$ ’)) !(* !+( )* 。
由于!(* 与!+* 不相关，所以 # % $ ( " % , ( ) % $。
又因为 $ % , - "，! % $ ( , % " # # ( , % - # # % )，
即 ,个参数中存在 )个条件。这 )个条件为

’)! # ’)$ # ’)) ( !.&. % &

"/0 # ’)! # ’"/& % &

"0/ ( ’)$ ( ’"0& % &
式中，"12为 1 点到 2 点的方位角。上面的两个方位
角条件是非线性条件，应先线性化。线性化后，得附

有条件的间接平差模型为

3 !
3 $
3









)

%

’)!
’)$
’)









)

(
++.&,4+,5
/).!&4+)5
+$.+)4$’









5

! ! !
! & &









& ( ! &

’)!
’)$
’)









)

#
& &

( & %,+$ & %’’)
( ! %)$+ & %









$..

!(*

!+( )
*

(
!.&.

++.&,4++ %/5
/).!&4+) %!









5
% &

将此附有条件的间接平差模型的第 !式代入第
$式，消去参数 #’，得

! ! !
! & &









& ( ! &

3 !
3 $
3









)

#
& &

( & %,+$ & %’’)
( ! %)$+ & %









$..

!(*

!+( )
*

(
,5

( & %!5
& %!









5
% & （.）

式（.）就是附有未知数的条件平差的条件方程。
可见附有未知数的条件平差是附有条件的间接平差

的特例。

! " 附有限制条件的条件平差
当附有条件的间接平差模型式（!）中参数的个

数大于观测值的个数，即 $ - "，且前 " 个参数选为
观测值的真值，后 # % $ ( " 个参数中只有 6 个参
数相互独立，其余 7 % # ( 6 个参数是 6 个参数的

函数时，有 ! % $ ( , % " # # ( , % - # 6 # 7，( %
( ’。在这种情况下，后 # 个参数中存在 7 % # ( 6
限制条件。于是将参数向量、误差方程系数矩阵和

条件方程系数矩阵作如下分块

#&
! " $

* %（ #’
! " "

* #$
! " #

*）*， )
" " $

%（ *
" " "

&
" " #
），

!
! " $

%
!!

（ - # 6）" "
!$
（ - # 6）" #

&
7 " "

!)
7 "









#

， +
! " !

%
+ !

（ - # 6）" !

+ $
7









" !

则（!）式变为
"

" " !
% #’

" " !
( ’

" " !

!!
（ - # 6）" "

#’
" " !

# !$
（ - # 6）" #

#$
# " !

# + !
（ - # 6）" !

% &

!)
7 " #

#$
# " !

# + $
7 " !










% &

（/）

将式（/）的第 ! 式代入第 $ 式，消去前 " 个参
数 #’，得

!!
! " "

"
" " !

# !!
! " "

’
" " !

# !$
! " #

#$
# " !

# + !
! " !

% &

!)
! " "

#$
# " !

# + $
7 " !

% &

令 %
! " "

% !!
! " "

’
" " !

# + !
! " !

则有
!!
! " "

"
" " !

# !$
! " #

#$
# " !

# %
! " !

% &

!)
7 " #

#$
# " !

# + $
7 " !

}% &
（!&）

式（!&）就是附有限制条件的条件平差模型。式
（!&）表明：附有限制条件的条件平差就是参数的个
数大于观测值的个数，且选择观测值的真值为前 "
个参数，而后 # % $ ( " 个参数中只有 6 个参数相
互独立时的附有条件的间接平差在消去前 " 个参数
以后的中间形式。所以附有限制条件的条件平差模

型也是附有条件的间接平差模型的特例。

例 ) %对于例 !中的单三角形，现选 )个观测值
和 & 点的两个坐标改正数和 /& 边的边长为参数，
即 #& * %（ ’( !

’( $
’( )

’( +
’( ,

’( 0）%（ ’)! ’)$
’)) !(* !+* !!8*）。后面的 ) 个参数（ & 点的两
个坐标改正数和 /& 边的边长）中只有 $ 个是相互
独立的，即 6 % $。于是，7 % # ( 6 % ) ( $ % !，即后
)个参数中存在一个限制条件。故条件方程的总数
为 ! % $ ( , % " # # ( , % - # # % - # 6 # 7 % +。这
+个条件为

’)! # ’)$ # ’)) ( !.&. % &

"/0 # ’)! ( ’"/& % &

"0/ ( ’)$ ( ’"0& % &

（ (/ ( ’(&）
$ #（ +/ ( ’+&）! $ ( ’!/& % &

式中，!/&为 /& 边的边长。上面的 $ 个方位角条件
和 !个边长条件是非线性条件，应先线性化。线性
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化后，得附有条件的间接平差模型为

! !
! "
!









#

$

"#!
"#"
"#









#

%
&&$’(%&(&
)#$!’%&#&
&"$&#%"*









&

! ! !
! ’ ’
’ % ! ’











’ ’ ’

"#!
"#"
"#









#

+

’ ’ ’
% ’ ’(&" ’ ’**# ’
% ! ’#"& ’ ’",, ’
’ ’,!) ’ ’











(*& % !

!()

!*)

!+









,)

%

!,’$
&&$’(%&& ’)&
)#$!’%&# ’!&











’

$ ’

将此附有条件的间接平差模型的第 !式代入第
"式，消去参数 !"，得

! ! !
! ’ ’
’ % ! ’











’ ’ ’

! !
! "
!









#

+

’ ’ ’
% ’ ’(&" ’ ’**# ’
% ! ’#"& ’ ’",, ’
’ ’,!) ’ ’











(*& % !

!(-

!*-

!+









,)

%

(&
% ’ ’!&
’ ’!&











’

$ ’ （!!）

式（!!）就是附有限制条件的条件平差的条件方
程。可见附有限制条件的条件平差也是附有条件的

间接平差的特例。

四、结 论

! ’ 间接平差是参数个数小于观测值的个数、各

参数之间存在 ’个条件的附有条件的间接平差。
" ’ 条件平差是参数个数等于观测值的个数、且

以 . 个观测值的真值为参数、各参数之间存在 + $
/ % 0 $ . % 0 $ 1 个条件的附有条件的间接平差。

# ’ 附有未知数的条件平差是参数个数大于观
测值的个数、且前 . 个参数为观测值的真值、后 2
个参数相互独立，各参数之间存在 + $ / % 0 $ . + 2
% 0 $ 1 + 2 个条件的附有条件的间接平差。

& ’ 附有限制条件的条件平差是参数个数大于
观测值的个数、且前 . 个参数为观测值的真值、后 2
个参数中只有 3 个参数相互独立，各参数之间存在
+ $ / % 0 $ . + 2 % 0 $ 1 + 2 $ 1 + 3 + 4 个条件的
附有条件的间接平差。

( ’ 附有条件的间接平差模型是经典平差中最
一般的模型，其他各种经典平差模型都是它的特例。

- ’ 按本文思路推导条件平差模型、间接平差模
型、附有未知数的条件平差模型和附有限制条件的

条件平差模型，不仅条理清楚、符号一致、简单易懂，

而且可揭示各种经典平差的内在联系。
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