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广义的监督局部保留投影算法 

王晓明    王士同 
(江南大学信息工程学院  无锡  214122) 

摘  要：针对监督的局部保留投影算法(Supervised Locality Preserving Projection，SLPP)在小样本情况下矩阵的

奇异性问题，该文提出了一种广义的监督局部保留投影算法 (Generalized Supervised Locality Preserving 

Projection，GSLPP)。GSLPP 在大样本情况下等价于 SLPP，在小样本情况下却可以等价转换到一个低维空间中

来求解，从而有效解决了小样本问题。最后，实验结果验证了该方法的有效性。 
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Generalized Supervised Locality Preserving Projection 

Wang Xiao-ming    Wang Shi-tong 
(School of Information, Jiangnan University, Wuxi 214122, China) 

Abstract: Supervised Locality Preserving Projection (SLPP) is a generalization of Locality Preserving Projection 
(LPP) in the case of supervised learning. In this paper the drawback of SLPP in the high-dimensional and small 
sample size case is pointed out, and a new algorithm called Generalized Supervised Locality Preserving Projection 
(GSLPP) is proposed. The relationship between SLPP and GSLPP is theoretically analyzed. In the small sample 
size case GSLPP can be solved equivalently in lower-dimensionality space. Finally, the effectiveness of the proposed 
algorithm is verified by experimental results. 
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1  引言  

模式识别和机器学习中，经常会遇到数据特征

的高维问题，亦即人们所说的“维数灾难”(Curse of 
Dimensionality)。为了有效地进行数据分析，数据

特征维数的降低就显得异常重要。特征选择(Feature 
selection)和特征提取(Feature extraction)就是特征

降维的两种主要方法[1]。 
特征提取又可以根据使用训练样本的类标与否

来分为监督和无监督的特征提取。最近，一种叫做

局部保留投影 (Locality Preserving Projects ，
LPP)[2,3]新的特征提取降维方法被提出，其主要是针

对无监督的情况。Shen等人在文献[4]中指出，由于

LPP没有使用类标从而使得不同类别而又靠得较近

的数据在投影后还是靠得较近。针对这种情况，文

献 [4]中作者提出了监督的局部保留投影算法

(Supervised Locality Preserving Projects，SLPP)，
在一定程度上解决了这个问题。SLPP形式上类似于
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Fisher判别分析 (Fisher Discriminant Analysis，
FDA)[5,6]，其优化问题最终也转换为一个广义特征值

问题。但是同FDA一样，其主要的问题是在小样本

情况下[7]会遭遇到矩阵的奇异性问题，从而不能直接

用广义特征值问题来求解。然而，在实际应用中经

常会遇到小样本情况，如在人脸识别问题中。因此，

针对小样本问题，进一步研究和探讨怎么来改进

SLPP显得十分必要。 
针对上述情况，本文在 SLPP 的基础上提出了

一 种 叫 做 广 义 的 监 督 局 部 保 留 投 影 算 法

(Generalized Supervised Locality Preserving 
Projects，GSLPP )。GSLPP 在大样本情况下等价

于 SLPP，在小样本情况下却可以等价地转换到一

个低维空间中来求解，从而有效的解决了小样本问

题 。 这 个 过 程 不 同 于 先 采 用 PCA(Principal 
Components Analysis )[8, 9]来预处理样本数据。后者

是把数据预先压缩到一个维数较低的空间，但是可

能丢失数据有用的鉴别信息。然而 GSLPP 则没有

这样的问题，其解决小样本问题有着坚实的理论基

础。对于在小样本情况可能会遇到的计算问题，文

中也介绍一种有效的解决方法。本文用数据的可视
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化来验证了在大样本情况下 GSLPP 和 SLPP 等价

性，并在两个人脸识别问题上测试了其在小样本情

况下的性能，并和其它一些方法进行了比较。 

2  监督局部保留投影 

这一节将对 SLPP 进行简单介绍，详细内容可

以参考文献[4]。本文假定有一个含有N 个M 维样本

的数据集 1 1{( , ), ,( , )}N Nz zx x ，该数据集为c 类。样

本数据 T
1[ , , ]i i iM= ∈x x x X ，类标 {1,2,iz ∈ =Z  

, }c ， 1, ,i N= 。其中， imx 为 i 个训练样本的

第m 维特征， iz 为 i 个的类别标示，T 表示向量或

矩阵转置， M∈X R 。 
原始的 LPP 主要针对的无监督的情况。Shen

等人在文献[4]中把 LPP 进行了推广，提出了一种叫

做监督的局部保留投影算法(SLPP)。在 SLPP 中，

首先是建立类间邻接图和类内邻接图[4]，然后分别定

义了样本类内矩阵B和类间的相似性矩阵W ： 
当 和 相连 当 和 相连

其他 其他

, ,
,  

0, 0,
ij i j ij i j

ij ij
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(1) 

为了减少构建邻接图的过程，我们可以采用下式定

义样本类内矩阵B和类间矩阵W ：  
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这 里 ， 2exp( || || / )i j t− −x x 被 叫 作 热 核 (heat 
kernel)[2, 3]，参数为 t ；|| ||x 为向量的 2L 范数； ijB 为

类间的样本的相似性， ijW 为类内的样本的相似性。

SLPP 的优化问题定义为 
2
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其中 B B= −L D B， W W= −L D W 。这里， BD 和
WD 都是对角矩阵，它们的元素分别为B和W 对应

的行或者列上的元素之和(注意，B和W 都是对称

矩阵)。可以看出，SLPP 的主要思想是把样本间的

相似性分为类间和类内两部分，投影结果是保留类

内局部结构的同时最大化类间分离度。SLPP 的优

化问题也可以转化为了一个广义特征值问题： 
       T TB Wλ=XL X w XL X w           (4) 

这样，SLPP 寻找的最优投影方向就对应于这

个广义特征值问题的最大特征值所对应的特征向

量。应该注意到， TWXL X 是M M× 矩阵，在小样

本情况下[7](M N>> ) TWXL X 可能会出现奇异性，

从而不能直接采用广义特征值问题来解决 SLPP 的

优化问题。 

3  广义的监督局部保留投影 

在这一节，将首先介绍 GSLPP，然后分析它和

SLPP 的联系，并讨论其在小样本情况下的求解过

程。 
3.1 广义的监督局部保留投影(GSLPP) 

为了后面讨论的方便，设定： 
T T

T

,   ,

( )

B W
B W

B W
T B W

= =

= + = +

Z XL X Z XL X

Z X L L X Z Z      (5) 

值得注意的是，其中 BZ ， WZ 和 TZ 都是对称的，而

且都是半正定的。为了有效地处理小样本问题，通

过修改 SLPP 的目标函数，定义广义的监督局部保

留投影算法(GSLPP)的优化问题定义为 
T T

GSLPP T T

T

T

max ( ) max
( )

                  max

B

W B

B

T

J =
+

=

w w

w

w XL X ww
w X L L X w
w Z w
w Z w

  (6) 

其求解方式也可以转化为一个广义特征值问题： 

B Tλ=Z w Z w                 (7) 

这样，GSLPP 寻找的最优投影方向就对应于这

个广义特征值问题的最大特征值所对应的特征向

量。GSLPP 和 SLPP 看上去有着非常相似的形式和

求解过程，甚至在小样本情况下同样会遇到矩阵

TZ (与 WZ 一样是M M× 矩阵)的奇异问题。但是通

过后面的分析我们将发现，GSLPP 在大样本情况下

等价于 SLPP，而在小样本情况的求解过程中，有

着 SLPP 所没有的而又至关重要的优点。它可以等

价转换到一个低维空间中来求解，而在这个低维空

间中则不再有矩阵的奇异问题。 
3.2 GSLPP 与 SLPP 的联系 

这节将介绍在 TW
W =Z XL X 非奇异情况下

GSLPP 与 SLPP 的等价性。首先来介绍几个定理。 
定理 1  当 WZ 非奇异时，广义特征方程 B =Z w  

TλZ w的任意特征值λ满足 0 1λ≤ < 。 
证明  当 WZ 非奇异时， WZ 为正定矩阵，所以

有 T 0W >w Z w 。由于 
T T T( )T B W B= + >w Z w w Z Z w w Z w     (8) 

从而，
T

T 1B

T
λ = <w Z w
w Z w

。 
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又由于 BZ 半正定，即 T 0B ≥w Z w ，所以有λ =  
T

T 0B

T
≥w Z w

w Z w
。                            证毕 

定理 2  当 WZ 非奇异时，假定β是广义特征方

程 B Tλ=Z w Z w 属于λ特征值所对应的特征向量，

则 β 是广义特征方程 B Wλ=Z w Z w 属于特征值

/(1 )λ λ− 所对应的特征向量。  
证明  如果 β是广义特征方程 B Tλ=Z w Z w属

于 λ 特征值所对应的特征向量，则可以得出

B Tλ=Z Zβ β。 
由于 T B W= +Z Z Z ，则 (B T Bλ λ= =Z Z Zβ β  
)W+Z β ，即(1 ) B Wλ λ− =Z Zβ β。由于定理 1 易得

1 0λ− > ，所以有 [ ]/(1 )B λ λ= −Z β WZ β。命题得

证。 
证毕 

这里我们假定 1λ 和 2λ 是广义特征方程 =BZ w  

TλZ w的两个不同特征值，并且 1 2λ λ> ，其对应的

特征向量分别为 1β 和 2β 。由定理 2 易得， 1 1/(1 )λ λ−
和 2 2/(1 )λ λ− 即是 B Wλ=Z w Z w的特征值，其对应的

特征向量也是 1β 和 2β ，而且有 1 1 2/(1 ) /λ λ λ− >  

2(1 )λ− 。所以，这两个特征方程的最大特征值分别

所对应的特征向量是相同的。因而在 WZ 非奇异的情

况下，SLPP 和 GSLPP 的优化问题式(3)和式(6)转
化为的广义特征值问题式(4)和式(7)有着相同的最

大特征值对应的特征向量，从而式(3)和式(6)在相同

的点分别取得了目标函数的最优值。所以当 WZ 非奇

异时，GSLPP 等价于 SLPP。 
3.3 小样本情况下的 GSLPP 

在上一节中，我们指出了在 WZ 非奇异的情况

下，SLPP 和 GSLPP 是等价的。然而在小样本情况

下， WZ 则往往奇异，甚至 TZ 也是奇异的。此时它

们不能直接转化为广义特征值问题来求解。一个可

行的办法就是把问题转换到 MR 的一个低维子空间

中来进行求解。后面将会看到，GSLPP 在子空间进

行求解不会损失任何有用的鉴别信息，也就是说这

个转换是等价的，然而 SLPP 则不是。这也就是

GSLPP 的最大优势所在。下面将具体分析和探讨

GSLPP 在小样本情况下的求解问题。 
设 1 2, , , Mβ β β 表示 TZ 的标准正交的特征矢量

系，则空间 MR 可以用这个标准正交的特征矢量系

张成，表示为 1span{ , , }M
M=R β β 。 

定义 1  定义 MR 的子空Ω由 TZ 的非零特征值

所对应的特征向量所张成，即 1span{ , , }r=Ω β β 。

其正交补空间为 1span{ , , }r M+=Ψ β β ，即由 TZ 的

零特征值所对应的特征向量所张成。 
可以看出， rank( )Tr = Z 为 TZ 的秩， M =R  

+Ω Ψ 。下面介绍几个定理。 
定理 3  假定矩阵A为半正定矩阵，则 Tw Aw  

0= 当且仅当 =Aw 0。这里 T[0, , 0] M= ∈R0 为元

素全零向量。 
证明  由于A为半正定矩阵，其特征值均为非

负实数，对其进行特征分解得到： 
T 1/2 T 1/2 T T= = =A U U U U U U P PΛ Λ Λ    (9) 

其中Λ为对角阵，对角线元素为A的特征值；U 为

标准正交阵，列矢量为Λ中特征值对应的特征向量；
1/2 T=P U UΛ 。因此，有： 

T T T 2

T

|| || 0

    

= = = ⇒

= ⇒ = ⇒ =

w Aw w P Pw Pw

Pw P Pw Aw0 0 0    (10) 

由 =Aw 0 ，容易得到 T 0=w Aw 。所以，
Tw Aw 0= 当且仅当 =Aw 0。             证毕 

定理 4  假如 TZ 奇异， T 0T =w Z w 当且仅当
T 0B =w Z w 和 T 0W =w Z w 。 

证明  因为 BZ 和 WZ 半正定的，所以 T
Bw Z w  

0≥ ， T 0W ≥w Z w 。又由于 T T(T B= +w Z w w Z  
T T)W B W= +Z w w Z w w Z w ，所以有 T 0T =w Z w 与

T 0B =w Z w 和 T 0W =w Z w 等价。           证毕 
利用上面几个定理，可以得到下面一个重要的

定理。 

定理 5  假定 ∈β Ω，则有
T

GSLPP T( ) B

T
J = w Z ww

w Z w
 

T

GSLPPT ( )B

T
J= =Z

Z
β β β
β β

。 

证明  根据前面所述，易得 = +w β γ ，这里
M∈w R ， ∈β Ω， ∈γ Ψ 。 

由于 ∈γ Ψ ，所以有 T 0T =Zγ γ ，由定理 4 进

一步可得 T 0B =Zγ γ 。再通过定理 3，进而有

T =Z γ 0 ， B =Z γ 0 。又由于 TZ 和 BZ 都是对称矩

阵，所以有 T T T( ) 0T T= =Z Zγ β β γ ， T
B =Zγ β  

T T( )B =Zβ γ  0 。所以 
T T T

T T T T

T T T

T T T T

( ) ( )

         

( ) ( )

         

T T T

T T T T

B B B

B B B B

Z

⎫⎪= + + = ⎪⎪⎪⎪+ + + = ⎪⎪⎪⎬⎪= + + = ⎪⎪⎪⎪⎪+ + + = ⎪⎪⎭

w Z w Z Z

Z Z Z

w Z w Z Z

Z Z Z Z

β γ β γ β β

γ β β γ γ γ β β

β γ β γ β β

γ β β γ γ γ β β

(11) 

因此，
T T

GSLPP GSLPPT T( ) ( )B B

T T
J J= = =w Z w Zw

w Z w Z
β β β
β β

。

证毕 
定理 5 提示我们，对于 GSLPP 目标函数的优

化问题，可以等价在由 TZ 的非零特征值所对应的特

征向量所张成的 MR 的子空Ω中来求解。由于空间

Ω为r 维，根据线性代数理论，其必然同构于 rR 空
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间。相应同构映射可以定义为 = Pvβ ， ∈β Ω，
r∈v R ， 1[ , , ]r=P β β 。这样， GSLPP( )J β 又可以

改写为 
T T

GSLPP T T

T T T

GSLPPT T T

( ) ( )
( )

( ) ( )

            ( )

B B

T T

BB

T T

J

J

= =

= = =

Z Pv Z Pv
Z Pv Z Pv

v P Z Pv v Z v v
v P Z Pv v Z v

β ββ
β β

(12) 

其中 T
B B=Z P Z P ， T

T T=Z P Z P， T
T T=Z P Z P  

= Λ。这里Λ为对角阵，其对角线上的元素为 TZ 的

非零特征值。这里易得Λ为正定矩阵，将不再存在

其奇异性问题。这样，原来 GSLPP 的准则函数就

可以转换到一个低维的空间来求解，而且没有损失

任何鉴别信息，也就是这个过程是等价的，而又成

功解决了矩阵的奇异性问题。但是，如果在 SLPP( )J w
中对于 WZ 为采用同样的方法，则不能保证 WZ 零特

征值所对应的特征向量 γ，使得 T 0B =Zγ γ 成立，

从而不能保证在 WZ 非零特征值所对应的特征向量

张成的空间中来求解的目标函数是等价于原来的目

标函数。这就是 GSLPP 算法优势所在。这样，广

义特征值问题式(7)就转化为了： 

B Tλ=Z v Z v               (13) 

下面简要介绍 GSLPP 算法的过程。 
步骤1  分别构造类内和类间邻接图，并计算B

和W (详细参考文献[6])； 
步骤 2  根据式(5)计算 TZ ，并求得其标准正交

的特征矢量系。令 1[ , , ]r=P β β ，这里 1, , rβ β 是

TZ 的非零特征值所对应的特征向量； 
步骤 3  求解广义特征值问题式(13)，令其前d

个最大特征值所对应的特征向量分别为： 1, , dv v ，

并令 1[ , , ]d=A v v ； 
步骤 4  对于原始空间的向量x ，通过如下的方

式嵌入到d 维空间中： T T=y A P x。这里， ,M∈x R  
d∈y R 。 

4  计算问题 

在小样本问题中，尤其是在人脸数据中，样本

维数M 往往非常高，所以 TZ (是M M× 矩阵)将是

一个很大的矩阵，其标准正交的特征矢量系和特征

值的求解将会耗费很长时间。为了解决这个问题，

本文采用类似于文献[10]中的技巧，对其进行转换求

解。 
假定有一特征值问题 T( )B W λ+ =L L X Xu u ，

则 有 T( )B W λ+ =X L L X Xu Xu ， 即 ( )T =Z Xu  
( )λ Xu 。所以可以先求特征方程 T( )B W+L L X Xu  
λ= u，然后再做变换 =Xuβ 得到原始的特征向量。

这里应该注意到， T( )B W+L L X X 是N N× 矩阵，

在小样本情况中其大大小于M M× 矩阵，因而通过

这样的方式提高了 GSLPP 在小样本情况下的运算

效率。而 GSLPP( )J v 已经在一个维数较低的 MR 的子

空间中了，所以其不必再进行转换了。 

5  实验 

在这一节中，我们将进行实验研究。实验分为

两部分，第 1 部分为数据的二维可视化；第 2 部分

是小样本的人脸识别问题。实验中，本文把 GSLPP
和 FDA，LFDA[11]，SLPP 进行了比较。其中，LFDA
是一种结合 LPP 和 FDA 的监督算法，也面临着小

样本的问题。文献[4]指出，对于热核参数 t 一般情

况下可以采用所有样本间距离的平均值。 
5.1 数据可视化 

在这一部分的实验中，我们将进行数据的二维

可视化测试。实验数据采用了 Pipeline Flow(http:// 
www.ncrg.aston.ac.uk/GTM/3PhaseData.html) 数

据。Pipeline Flow 数据包含 oil, water 和 gas 三类

12 维样本数据，训练和测试样本数据各共 1000 个。

我们取出其中的训练样本来进行可视化测试。 
图 1给出了Pipeline Flow数据的二维可视化效

果。图 1(a)和图 1(b)是采用了式(1)定义相似性的结

果，图 1(c)和图 1(d)是采用了式(2)定义相似性的结

果。从二维可视化结果我们可以看出，GSLPP 和

SLPP 所得到的结果一样，这也验证了前面的理论

分析，即在大样本情况下它们是等价的。也说明了

采用式(2)定义相似性是可行的。采用式(2)定义相似

性最大好处就是不用构建邻接图，节省构建邻接图

的时间。 
5.2 人脸识别 

针对小样本情况，本文将在在两个人脸图像数

据上对 GSLPP 进行实验测试。第 1 个数据是 ORL  

 

图 1 Pipeline Flow 数据的可视化结果 
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(http://cvc.yale.edu/projects/yalefaces/yalefaces.
html) 人脸数据。ORL 标准人脸库由 40 个人、每

人 10 幅分辨率为 92×112 的人脸图像组成。第 2 个

是 Yale (http://www.uk.research.att.com/ 
facedatabase.htm) 人脸数据库。Yale 数据库包含

15 个人共 165 个人脸，每个人都有 11 个样本。在

文献[9]中，所有的人脸图像都处理为 32×32 的图

像，并进行了诸如两个眼睛被处理成同一位置等的

其它一些处理。这两个人脸数据处理后的 matlab 数

据 可 以 从 http://www.cs.uiuc.edu/homes/ 
dengcai2/Data/data.html 处获得。图 2 分别为它们

经过预处理后的部分人脸图像。 

 
图 2 Yale 预处理后的部分人脸图像 

实 验 中 ， 我 们 采 用 了 KNN(K Nearest 
Neighbor)[9, 12]来作为人脸图像数据进行投影后的测

试分类器，其中采用了 5k = 。我们从每一类数据中

随机抽取出 8 个样本作为训练样本，剩下的作为测

试样本。重复同样的过程 20 次，最后把这 20 次的

平均识别率作为最后的识别率。由于 FDA，LFDA，

SLPP 都面临着矩阵的奇异性问题，所以我们先采

用了 PCA 来对原始数据进行维数压缩，然后再在这

个低维的压缩后的数据上采用这几种算法进行实

验。对于 Yale 数据，我们先用 PCA 把其压缩到 50
维，而 ORL 是 100 维。而对于 GSLPP，我们则是

直接采用前面描述的算法过程，没有预先对数据进

行维数的压缩。 
图 3 给出了这几种算法把 Yale 和 ORL 人脸图

像数据投影到不同维数后的识别率。注意，FDA 最

多能把数据投影到 1c − 维空间中，这里c 为数据的

类别数。在实验中我们把其第 1c − 维的实验结果作

为后续的维数虚拟的实验结果。这样是为了其它方

法能和其进行对比。从实验结果可以看出，在把数

据投影到维数较低的空间时，相对于其它几种算法

GSLPP 表现并不理想，然而伴随着投影维数的增

加，GSLPP 的性能迅速上升，在多数情况下都表现

最佳。其中原因可能是其它几种方法都预先采用了

PCA 来对数据进行了维数的压缩。由于 PCA 具有 
一定抑制噪音的作用，但是进行维数压缩也可能损 

 
图 3  8 个训练样本识别率 

失数据的鉴别信息。然而，对于 SLPP 和 GSLPP
算法而言，从 Yale 数据的实验结果可以看出，

GSLPP 明显表现更好，而且是比较稳定；在 ORL
数据的结果中 GSLPP 也表现出了略好或相当的结

果。这说明了 GSLPP 对于处理小样本的有效性和

优势。 

6  结束语 

LPP 是一种近来备受关注的降维方法。SLPP
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是对其监督的推广，而本文则在 SLPP 的基础上进

一步进行了推广，提出了 GSLPP。本文从理论上分

析了 GSLPP 在大样本情况下等价于 SLPP，而且能

有效地解决 SLPP 在小样本情况下的问题。实验结

果验证了 GSLPP 的可行性。然而，相对于其它几

种监督算法，对于小样本在提取低维特征的时候表

现并不理想。尽管文中我们指出，这可能与其它算

法采用了 PCA 来对数据进行了维数的压缩有关，但

是进一步研究其根本原因，进而改进将是需要进一

步研究的方向之一。 
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