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SUR LA RESOLUTION DES PROBLEMES
D’ISAAC-DIRICHLET

Oumaz Bewmworna ErSut Swvzeowe (Suts Swu-Coune )*

I InThoDDeTion

Dans ce travail on émdie une classe d'E.D.P. non linfaire du type “minimax” associée
4 des problimes de jeux différentiels stochastiques et introduite dans W. H. Fleming [3] et
N. V. Krylov [1]. Plus précisément on considére les problémes suivants:

inf sup(A¥(=) — f¥(x)) =10 p. p. dans O,
Pk (1)
t =) sur I°,
of
" a4 k)
Al 5 5 O’ + b 3_“_;_ L2 2
= 2_1 QN v E @ g+ M, (2)
{'{1 i=1, 2, "‘}
D aEE = T|E] Vi€Q eV E€R" >0 (3)
i =1
ﬂ?j;_\ H;y ﬂ'“: fﬂE C’{ﬂ) (4)
th = ﬂfﬂ‘r 'Hsr: 'ﬂ'”: fﬂa |I¢'1.|W2"'m]£ c, (5)
Ml = Co=2=0 on iy dépend de C, et 7 (8)
L ouvert bornd de R avee frontidtre I' régulidre. (?)

Dans le cas 5 =12, le seul résultat connu est eelui de [1] qui obtient par une méthode
probabiliste et sous certaines hypothéses sur la famille d’opérateurs
AMy =AMy — B,y e WH(Q)
'existence et |'unicité dans cet espace.
Dans ce travail, on utilise une méthode analytique s'inspirant des travaux faits dans le
eas du problime de Bellman-Dirichlet par, entre autres, L. C. Evans et A. Freidman [2],
P. L. Lions [4].
On obtient ainsi 'existence et Punicité de la solution de (1) dans W(Q) scus la
condition supplémentaire (conditions de consistence de la fumille d’opératenrs A sur W=(0)):
Pour tout ! fixd, » € WH=(0), il existe = E(1,0) tel que (8)
sup AYe(x) = A% (x) p.p. dans @,

Une condition suffisante pour ((8) est donnée dans [7]:
1l existe B tel que A¥f*(2) — 4™ (x) = C =0, ¥m# %, dans un p-voisinage de

Regu Le 15 Mai 582,
* BEL (Maroc) et Paris IX; Manksi Universié (R. P. de Chins) et Paris 1X.



246 OMAER BEMNOUMA SHI SHUZHONG Val. 3

Qoft p =0 assez grande.

Meus ne savens pas si I'on peut se débarrasser de la condition (8). Les raisons de son
introduction viennent du fait que les termes pénalisants, dans notre méthode, ne peuvent plus
&re convexes et que 'on doit passer @ la limite plusieurs fois, ce qui entraine une perte  de
régularité des solutions approchées.

Remarquons que dans [1] des hypothises semblables ont &é faites.

Remarque I. 1. L’hypothise (4) n'est pas obligatoire, on peut toujours approcher ¢=
atls B, ¥, ¥ par des fonctions C* (cf [2], [4]1).

Remarque I. 2. Dans (8) on peut remplacer ¥ par A opérateur vérifiant (2)—(6)
et tel que A¢{AY}

Remarque I. 3. On pewt supposer que (8) a lien localement, dans e cas la solution
weE W),

IL.-Sorvmons Arrrocuees BT Estimamions W9=( Q)
On considére le systdme pénalisé suivant:

AYuly + go(al] — wdf™) — fo(uli™ — ull) = ¥ p. p. dans ©
.uf-.;' = sur I, {9)
(#.:1,H-,F;I=-=1,---,ge[5,q:3?'u_)

ey =ty uli™ =l k=1, --e, py =1, +-+, q), (10)
oit 8, et §, vérifient
B.0e) =0 sir =0, g0} >0 si =0 et 6 —0,
uéﬁ'ﬁ[r}%%,ﬂﬂﬂi’ﬁ)éi—], (11)
lige(e) — ()] < C..

Dans cette partie on montre qu'il existe une solution unique (ud)(k =1, +--, p; I =

L, «++5 g) de (9), et qu'elle vérifie [[ufly =g, << Cte (indép. de & de g de p et de g),

Proposition II. 1. Le systéme (9) admet une solution unique (wfh) (B =1, -+, p;
=1, "=, q) aves

HEE CI(E)ﬂl‘:‘*{:ﬂ} (é_ls ey P;.E“]:"'JQJ- (12)

Démeonsgration. La démonstration est la méme que celle du thfortme 2.3 de [2], c'est-
a-dire, on peut définir:

B - e AW W g0 M L. gl e

P T AR e AR un cew AW 9
= - ' a -I'{“- — . L] L)
- Ll ] + L L]
. . f + .

FL P2 L, e APV P 4FT P2 L 4P P

et
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Fulu" — o™ ) (e — w™)e - - fu(u'? — u')

B o | B8 — OB — ) - (e — )

,I‘:#'f _ u”)ﬁ.(#;: — #1!), . ,ﬁ.{";f ._..ﬂiq}

By — ' )Ry (8 — &)+ S ACSESES)
[ Be 7 = OB — )yt — )

(877 — (P — )+ P —t0)
obn ut' e C(Q), AYuMe C(ﬂ](t-— Iy sovy py I=1, =+, q) et ot
D(AY) = (v € Wi (Q)NW(Q); A¥oe C(D)} (= n).
Soit X¥ = (D), X = gx*‘ etD(A) = ﬁﬂ(ﬁ*'). Alors, on peut montrer que I opérateur
A,y = A — ¢d + B,y de domaine D(A4) est m-accretif. D’ aprds la théorie des opérateurs
m-nccretifs et des &quations elliptiques, an obtient la proposition M. 1.
Proposition II. 2.
lusflle=ey < Cte (k=1, =+, p; =1, ==+, g). (13)
Démonstration. Comme dant [4] on suppose que O possdde la propriété de sphire extérieure
uniforme, 4 savolr
3p >0, VyeT, 3PeR\D;: {s€R"; |z —9| <p}Nd={yhL
On introduit w donnée par:
w(5) = =it — il
ofi 1 est une constante positive assez grande, et on peut mentrer que
AW —pgw) <% sur @; —pwlr =<0, —pw(y) =10,
AW ) = M sur @3 pw|r =20, pwly) =0, (14)
=1, o5 5 1= 1, o, 9)
oll @ est une constante,
Soient ko€ {1, ==+, p}, LE{l, =+-, glet x€ D avec
min(ul] + pe)(¥) = (0" + ) (). (15)
Si xpeI', alorss {uff'"+ p i) =0 ot u:,";",} —pw sur D, S5 €0, mais (u:f" +
g} xg) << 0, alors le principe du maximum donne
0= 4wl + po W(x) = f¥(x) — A — pw)(x,)
— Ba(wey(20) — ult o)) + By (ul i (x0) — wi(20)).
D'apras (14) et (15), on & fA%(xe) — A% —pw)(x) = 0 et wl*(x,) < ul™ilx,),
done By(a8"(x,) — uli*'(2,)) = 0, Ainsi, on obtient une contradiction qui prouve que
(w3 + o )(x) = 05 wli = —pw sur D,
D¢ méme on a aussi w9 == uw, d'od (13).
Proposition I1. 3.
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IVulilimr < Cte (k=15 +++5 p3 I =1, ==+, g). (16)

Démonstration. Puisque | Vul|(y) =

3»., {:'}‘ et |ul| < pe, on déduit aisément:
-ﬂﬁ’-(r}' =p l'a—wb}\ = Cte
Hy | fa J1]
d'od (16) (v étant la normale extérieure 3 Q au point y de T').
Proposition 11. 4.
Valillooy = Cte (k =1, <+, ps b =1, 2, ). (17)
Démonsiration. Soit € une constante majorant |48 || #g). On considire
M= |wal |+ a(C — ul),
olt 1 est upe constante positive qui sers déterminée dans la suite. Montrons que max =
& alax
Cte.

En cffet soient ko€ {1, -+, pts WhE{l, "++, g} et 1€ @ vérifiant
max ¥ (2) = gl ),

L

Si x,€ T, d'aprds la proposition II. 3, 'estimation (17) est prouvée. Si z.€ @, on calcule
Ah'rg"c"l:

L
Ablighle = —2 37 Mt Buwy® B, z Jhoho e’ Bust”

aiy

it B, O, OrOx, i Bx; Ox
+ E {u 4, (_.ﬂ":ff ) — ol ._.,:_ﬂﬂfd'} Bu®
m=1 X e Oz Bxp
—2(c — ".:JnJAj.d- kody +i(Cc — tu"n)t.hllutn"u
st ) Bu Buy
=—1 272 (—'*—) + 2.4*-‘( —_ )
r |.JZ—I (a: a-f, v gl :'E-I { ﬂr.

—_ c"q’nﬁ;‘_’}a;“::‘_ Zlf(‘,"a—-ut'ﬂ"_}j"ul Hyly
Ar, By

+ 1(C — ulT) Mo,

Mais

Attt tu 0 jtleu s — {“tf’_—, f:+1..l,) + ﬁ(“#.a,ﬂ —_ ﬂ::-u'},
;
FL (33: ) - déf:i _ p"(u:,:r' — uletule) }% (us¥o — yletidy)
m m m
-+ ﬂu(“h Ay H:-:‘n) & (ulk;,:.-u _ ﬂ..t.:!u)
Ax,,
ln‘:'-\.
A bl (ﬂﬂ-- __Bb &1, Role }
* { (i ' ) dr. (%™
151

555 o (8) - ot
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==

- ‘ (- By Bai® Buiy® | Duag® Dbl Buay”
i =1 ﬂ'x;ﬂ:, a.t',,, ﬂxﬂl Py a.t‘,.. axm ax.-

arufl?ﬂ

=T i; (BTE;:_j

T pfi=l

Z ﬂﬂ;L aﬁw‘ j-'-ru)
Oz,

- Ox
. P Y 2
im Oz,
oll @ et & sont denx constantes. En choisissant L assez grand, on a donc
Allozhale << — ) ZI (-‘?—j + Cre
i=1

L
L] (- Ru-lu h+1 r‘)

_ Zlﬁ”(utu‘u t,+|_:u} E ﬂu

mm1 O ﬂr,.

— 2yt — ) ) 2 0 (g — gt

mo1 Oz, Or,
+ 23(C — wI DB Cuir® — alitie) — g (ulltt — i)},

D'autre part, d’aprés (11), on a:
Iau(uknﬂn l‘_rﬂ Iu} = (#h?l:- §$+|,;u}ﬁ;(#::f:. . ﬂ::-rl.i,,} + C,

Bu(ul o) — i) = (i — wltr )8, (e — i) — €
et on en déduit

.
Ablighh < — 7} 2, (a;LJI + Cte — 2@l — whitils)

=l rI

" I
{20 2 B (e — ) 4 4(C — ey
— 3(€ — ut¥)(C — ulr) |

— 265t — ) {33 0" 0 (it — i)

m=1 Oxy ﬁ:r,.,.
+3(C — wlf?y = 1(C — uli)(C — wtpt)],
En notant que 2u (¢ — p) = &* — ¢*, on obtient:

i MLRY!
Akfagkle o= — ] Z ait-r_) + Cte — ﬁi{uf,f“ — W) (ghete — phetide)

i=1 X
— Go(uloter — 4 TO)( phols — ghaiot)

kgl
. (a“” "+ Cre.

i=1 k-'

D’aprés le principe du maximum, on a A%hzt's(x) =0 d’ad
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|v"=u nli{-fll} = Cte

h(x,) = | Vur?®|(x,) + Cte < Cte
d'ot (16).
Des propositions IL 2, II. 3 et II. 4, il résulte:
Proposition II. 5.
[l ]lpte= oy = Cte (indép. de &, de 5, de p et de g) (18)
k=1, ==, py I=1, =+, g; 6 =0, g=0),

II. Esnmamions W =(0)

Dans cetle pnti: on s intéresse & des estimations WJ"(.Q}. Mais, puiiqu: I'on a deux
termes pénelisants, on n'a plus des estimations uniformes en & et 5. On montre seulement gue
pour q = 0 fixé,

[u&llwr=ie < C(q) (indép. de &, de p et de g),

Pour simplifier la présentstion, dans ce qui suit on suppose Bl'(%) =0 &t M{zx) =,
=0,

&y
Proposition III. 1. Soit M = sup sy . Alors, on a:
EETALE: PP ="
—
sup |22 | 0 4 ooMvy xeT, (19)
il 'ﬂl"al'i
ol o, et n; sont deux constartes.
La démonstration est lu méEme que celle de [4].
Corollaire. Si s,€ T vérifie
Buer(xo) |
sup [T - M, (20)
l'.f.t]?I a-’f.'al';'

alors on &
et ]la2m oy == Cte (indép. de €, de 7, de p et de g).

En suivant [4], on supposs donc que x,€ @ et que u€ {ul} avec

8'ulx,) |
su e | == A 11
P Oz,8x; | @1
Alors, en diagonalisant la matrice Hemsienne de u au point =z, il existe (X, *++y X.) base
orthonormale de R* telle que
Bulxe) oy i, (22)
ﬁx;jﬁ'rzf

HY X "_\ *
_E . ulxa) _l‘ " El".u(:'n

=l ﬂrﬁ i=1 'al:ﬂ;
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ob a; sont les aff correspondantes & x et ol
Y= i -'*.!fF“ﬂu”L'{m“F: (i=1, ===, n).
On note
Tmfa=(hisi); | =hk=nel<i<j<npi=jm=letl=<k=n}
et on pose
ELysia=(k, 1, 1) et b=1, -
x”i;-::j.:sig#;,j,

C¥: 4+ %) sii<<fe k=7,

Xy == ?;?

At —x)sii<ie k=i
z

<

d’ad
(xu s xn} fii=jg=1,

X + %
xl! .‘..}xl-"l.‘ ¥ __’
{ :'r"‘-{-k!* I:J-JI':( \jf
't :“'!ﬂ' ¥ — X

S B o X, )sii<i.
z F

s Xipis hE Ij-u

Ainsi {X.; x€ I} est la réunion des 1 + "":"—;'l—} bases arthonormales{X,, & = (k,i, 1),

l=k=n,},
On introduit eafin:
o sii<<fe k=i, 7
o — Jinf sdi<jek=ioui,
npy —(m— 1)inf g sids=j=1,
I

Alors, on & les deux relations suivantes (cf. [4]):

D r=p.=np—(n—1)7 (23)
;‘:mﬂ;ﬁ;:) ={(l n n!n;l!);ﬁ a*;i;n)} (2#)

Proposition III. 2. I existe:
b,y':';; F*I"’JE C{-ﬂ} {J‘“I: "'1-1'1:-&': 1: “':F:f_ls frTa s Es §E Ij,

dont les normes L™(Q) ne dépendent que des normes L(Q) des dérivées premitres et secondes
des @, de 7, de et de n, et telles que le systeme suivant dinégalités soit vérifié:

. B

F b8l )
£; & Ex.ﬁx a:l.': SET Z f ﬁ:r

ki

+ Z cﬂ'm l‘) -+ ﬂjulw

SETl
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+ Gl ul — ul) ( & ”" = Ha a!“l:)

1‘].
. 2"“ alul..rﬂ aj
+ G — ) (o 2, ) 2 LT () (25
8o us; tiy) F'ua:;’ Ka ar;. a.tj: () (25)

(h=1, «-«, ps d=1, ==+, g; a€ )
m'l C,(:li':l st upe fqncl:iun Pus.il:'n'e c|¢ Ma

Démeonstragion. 1| suffit de montrer (25) pour m. == 1. Pour cela on dérive deux fois
par rapport 2 X, le systtme (9) et on obtient

— Z ‘JF i a:"lﬂ') + al"m_
ii= a9« 6.1;'; axx_

B — ) Tttty — ) 2
1“
d

+ B (ul — akr { (uly — w1 }J
o

(u“ — uli¥)

— Bl — )

1
i — i)}

I + ';‘ ih a’u."!‘ + 8a;l _ ul

8z, 75843, OB o By, Oy Prixy
Mais
Fi
B (ull — ubi™) {i (i — b} >0
r
Bt — utf) {2 i — i} < i),
Bz,
3, ki 3 k0 L
By Bu peuvent s'exprimer en fonction des Susy (€ I). On conclut slors
Ox;0x ax,,_ax,a:, Br%_
aistment.
Proposition I11. 3.

lusllwa=a = C(n) Cindép. de &, de p et de g) (26)
(‘*__13 R Fil!_I,"';q,f-}UET.'II}{')

ob C({q) est une fonction positive de o,

Démonstration. On pose

K—mﬂ{gup [ 1( azuuw,zr.ri}
e teeg Lagt a-’«'l,

FI |
WH(z) = > fﬁ: + El_a;,)_
T ﬂx;:.

et

On montre que
WE(O <D (K+eK+ CKY + Cn)) (k=1,++,p;i=1,""-,g:z€ D)

=€ f
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oll ¢ est arbitrairement petit si Oy est arbitrairement grand.
Saient kgs Iy ot 2, tels que
WA(x,) = maxW ¥ (),

Eolsx
= &nrn
On calcule — u:f" oW
Fafe=l ﬂré.t,
L ] tﬂ"d L] ‘-ﬂlﬂh
_E boly B el zzzgkrﬂn: & u
I=1 Bz, .'E.r. zel i1 Ox ﬂxg‘ ﬂr,El.t'-,;_
233 (K + g, Lo ") (—a**ﬁ _ Bl )
agl i,j=1 6' i, ﬂ:;ﬁq&:’h
Mais K + pa B_"'u_:,__ = 0, donc de (25) on dé&duit:
Br3,
_E Rty BPW Helo.
=1 ar.ﬂx,
E el z_ kol
knfu ( azﬂ'; ) a ( 8 Hy
= —2 + e, —— K+ p, —2
; .;:L Ha Bxk, / Bx; By,
A atf&l ﬁ: kalp
+2 (K+ —“,){,————-C
2 He ﬂriﬂ Meaxk, O om

at g :u":
— z Refon ﬁu Z Z bhden iy, _._._:“ L

T ¥er Q=1 GEFRGER

= (n B )

ﬂr:_
o B Gt — ) (e 52 Gl — ) )}

* Bl :
L
5i € &, comme Whie C*(Q), ona — ‘qr"M Dene su point

=i Ox,0x;
x, on a

2, kof
Z }:,Iuaa (K""# q;_“lu) ﬁ (K__'_#‘aﬂ“a)

agl f,jm] Xy El‘i a.t:a
i o R, & k!
+ 5 H‘IJWEJ,(K_I_ ﬁn:,..’) a (K-J— Hetey
%‘, ;&:; P dx i Bx; B:i! s
g an
+ > clbunt (K + n) (K + @ ,)
a8l

+ C4 “EI:(K + o 5"‘"") + et — wlt ) 3 (K + &

agr

. [ " Bel fa'*ﬂu t_;ﬂ..r,)) + (bt — WAty nzr (K o l:x:,;
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. ('""E: o — wf’:""“)} > (a T 4o, (ﬂ))

T
. kolp 7, Xaly
- (f; + o L) 4 S i (K o+, Doy )
ﬁxh 4 P ﬂxin
+CnZK(K+ ﬁu").
agl afxg

Or en x,, on a aussi

5 (e m 25 (3

agl * a-'l'x.

> Whe(x) — — wt-ﬂh(:.) >0,

("* o __ whoh. r,))

5 (k e 257) 2 = i)

agl *

> S Whi(n) = WA () > 0

et IE,[ kol H-H,r_}’ ﬁ;(uaﬂ;uﬂ _ “::rn) =0, donc
ol i
it 3 e B )
balg
+ ByCulirt — iy 3 (ﬁ + aa“? )( (ﬂ"r‘n ”.lg.fu-h})
nif
=10,

D'autre part, de part elliplicité de a:}":", il existe 1, = 0 dépendant de 7 et des normes
L™ des plelen® eRfom? 1ol que pour tout (£3.E°)E R X R" & pour tout 2 € 1 on sit

S atEEr 4 D)D) phetEEr 4 D) ot EEs

agl i j=1 adil i=] o, J81

+ 4 2 S =0,

ag

Done st Cpg= 44, on a

B 2,)

(Cu - 1:)Hft"i"(-r:|) = Z (K + . 'ﬁz_l) (Cnf‘i + {’:,K + c!(’l'}}:
agf Ta

oit €y ne dépend que de |lctalem ]| o g et o1 Cy(n) ne dépend que de C(n) et de |[f'ele] gr= o

On en déduit

Whh(e) < D (K + K + C(n))

ag/

o T=JF-_&. Si x €Ty alors, d’ap:h {13), on &

Whi(e) = D (K+ a + M),

agf

Mais
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a2 “[:x

ﬂ“. M)
B0z

M=n sup

fadkalaz

= In sup
.kl

d'al
W't"‘“(l':} "‘; c!KP
ot Cs ne dépend gque de ¥, p ct m.

Ainsi dans tous les cas on obtient la majoration annoncde:

W) =< D) (K + rK + CK' + Cy(n) )

agl
L+,
ol T o= o C, ne dépend pas de C, et o C:(n) ne dépend que de 5 et de C,.
BT Ay

Enfin, on at

2 {# ﬂg"(” } < 2, [2K + 7K + C.K¥ + C(n)1leK + CK¥ + Ci(n)]

agl 1 ael
—EF.}_,( Bu =22 )

Mais d’aprés (24),

— 3wl - (14 225, Bl < oy,

Tt 1=l

puisque AMul () =< j'**'!(xu:l o+ B (it = ) et 080 = i:t:, _Dc plus

E 2 H 3
z{-‘"ﬂa# :u } = rsup D) = ¥'M*
ag f ar!, i XU
et
KE=CM,

oft C; ne dépend que de v, p. n, Donec en conclusion on a:
M Cq(2 + £)M? 4+ CM¥ + C(x)M"Y + C(q),
Si 1, est assez prand tel que Cir(2 + ¢) << 1, on obtient Pestimation
M= C(y)
d’ ou (26).
Remarque III. 1. De la méme manitre, on peut sussi démontrer que
lltillw*+=cay == € (&) (indép. de 7, p et g).

IV, Preser Passace £ ra Livare
Etant donné (26), on peut extraire une sous-suite de @ pour n fixé, qui convergera

vers une solution d’un autre systéme pénalisé. Plus précisément, on at
Proposition IV. 1. Le systtme pénalist suivant:

{1?:.2.: (AYul (2) — fH(2)) = g (5" () —ut'(x)) p. p. dans Q,

Wl =0 sur T, (1—1,"‘,4?;':1"13—""':"}
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admet une solution fuﬁ’} (lwa ], =ne, q)

et on a

llee5 Nl =gy =< € (x) (indép. de p et 1), (28)
Démonstration. D’apr&s CZG}, pour fixé, on peut extraire upe sous-suite “E‘ de uﬂ
telle que si g, — 0,
#:‘:1 ~+ w¥ dans C'(Q) fort,
gty =+ uy' dans W(Q) faible V 5 << 00,
Puisque
Buluty = wiy™') = —A%ul] + g (us'™ — wll) + M < C(n),s
en notant que §,(¢)—>c0 si >0 et €— 0, on en déduit
PPLLIE-P?: JF - gﬁgl = “n:ﬂ.f =l
d'ol
ayl =gl - '=H:J.
De plus, wb' e W =(@)NW=(Q)., Montrons que w}’ vénfie (27).
En effet & partir de (9), on voit que
AMul(2) — () < B (i () — udf(2)).
Puisque la convergence faible préserve cette inégalité, on obtient

‘;ti".:l{*} —_ f“[x'jl = ng{uyﬂ(ﬂ — ":F(*)} p. p- dans @,
(# - ]_’ sy PJ'

D’autre part, en suivant Evans et Friedman [2], soient

(29)

Alyt gel(u' — u*)
1 b A |
Ay = A:" et Buu= felw . “) .
A’;u’ .(u’.— u')

Alors, A" 4 B, est un opérateur accretif dans (C(8))*. On a donc

0= [uhy — &y (A" + Buly — (4" + BII 14

BT [ — b ¥+ Byl — ul]) — AY@1,

ol "11=' (“:Eu "'ﬁ-: ftta “ﬂ T:' @-{ﬁ!’: iy ey ﬁl.-")r et ol

[1s g]+—|11:§ gly). sen f(y), (f#0); f, g€ C(D)
1£C2] = |Ifll.

Puisque [+, ]4 est semi-continu supérieurement et ull, —» w!! uniformément dans O, on a
donc

max [uf — &y [+ B (ad™ —ull) — A¥pli =20, V pe (D). (30)

D'aprés le lemme 1.2 de [5], pour p.p. 2,€ 0, il existe une suite ¢, € Cr(@) telle
que:

dalzxe) = ui'(2)s Viba(x) = Vi) (x)s Debo(x) — Dt/ (x0)
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Palxe) — ub (2o} = |[dy — 08 ey = dalx) — ubl (2), ¥ x€Q, x 7 x,.
Donc, dans (30) on prend ¢ = ¢,y et on obtient
e CANCe) = (x) = B30 () — i (2)) 2 0
d’oi
max (A¥ui'(n) — f(x) — Bous ™ (x0) =43 (x0))) = 0 pp. dans 2. (3D)
De (29) et (31), il résulte (27). (28) est une conséquence de (26).
Proposition IV. 2. Le systdme pénalisé suivant
{ sup (Al (x) — M(x)) = g (i (2) — w4 (2)) p.p. dans O,
1€k ({32)
wl=10suT
(=1, cop g5 et 1)
admet une solution (#2)(1 =1, -+, g) avec
wl e wih=(0). (33)

Démonstration.  D'aprés (28), pour n fixé, on pewt aussi extraire une sous-suite ahs!

de w5 telle que si p, — o0,
afel <= o dans C'(D) fort,
wfs’ — 4l daps W(Q) faible ¥ 5 << oo,
Il est immédiat que ) € W=} WL=(0Q)., On montre que sl vérifie (32). Soit
wpe(x) = max (AYe(z) — f(x)),
1exse

or'v(x) = sup (AYe(a) — M (D).

Lok i
Alors, =% est un opérateur sccretif dans L=(Q), de domaine
D(erh) = {ve Wi=(DNWHEI(D); orbe(x) € L7(Q)},

et quand p—+ <0,

b (2) = ' (#) dans C(D) fort, ¥ ¢ CT(Q),
(ef. [2]1). On = done

[y — dsariuly — abd)e =[] — oy (ul'™ — ul') — b ] =0
V g€ Ci(D),
d’oh
[“Er - Eb: .Eq(f"fgﬂ - “{:) - ..ﬂr!lf;’]+ ; 'us W e E;[ﬂ)-

Ensuite, on peut utiliser la méme méthode pour montrer que w5 vérifie (32).

V. Deuxieme Passace 4 ra Livare

Jusqu'a maintenant on n’a pas utilisé hypethdse (8). Nous sllons nous en servir pour

démontrer |*estimation suivants

ladllgaecay < Cte (indép. de 7 et ).
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Proposition V. 1. Soit (&} )({ = 1, -+ +, g) la solution de (32) considérée précédemment
0119 |,hypnﬂu','i {3), on &

lu3llwe=(g) < Cte (indép. de 7 et g). (34)
Démeonstration. D’aprds 'hypothise (8), il existe des opérateurs AL€ {AY} ot des
fonctions fi € {f*} tels que
A, — = mp(4 — () = Byt — ) p. p. dans @
{c; - sur I
(=1, =5 )
Alors, on & #f € C*(D)NC'(Q) et on peut montrer !"estimation (34).
En effet, on supposs &§ = —uf, et on a donc
AL, + (B — FY) =~ pp. dans O

o= sur T

“ =1y ==y ﬁ'}-
Cela revient su cas que [4] & ftudid.,  Alnsi (34} a liew,

Dans ce qui suit, on a besoin de la proposition:
Proposition V. 2. On suppose que u, € W (0) et que u, —=u dans C(D). Alas
]Immp{il:f ::p(:{“u.{w} — M= = 11:.5 Tp(.‘!"u (=) — (=)
= liminf{il}f II:P(:‘EHH,(:I-‘) — =)0}
p- p. dans 2,
C'est un cas particulier d’un théoréme de Krylov [5].
Proposition V. 3. Sous les hypothdses (2)—(8), les problémes d’Issac-Dirichlet
suivants
ICicr ICken (35)
iz == sur T (gml, 2, ===),
admettent des solutions =7 € W™ Q) avec
la?|la?-=c; = Cte. (36)

Démonstration. D’aprés (34), on peut extraire une sous-suite uy, de wy telle que si

N, —* 0,

{ min  sup (AYa?(x) — ¥(=)) =0 p. p. dans Q@

uhp, —> o' dans C'(@) fort,
wh, = ' dans WH'(Q) faible, Vp < oo,
Comme avant, on peut sussi montrer gue
L R —
Evidemment, «¥ vérifie (36). On montre que #? vérifie aussi (35).
D'aprés la proposition V. 2, de (32) il vient

min (AYai(z) — M=) =0 p. p- dans &, {3177

IRISd Iqfm
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D'autre part, on peut veir que l'opérateur
o 'v(x) = sup_(AYe(x) — (=)
est accretif dans X = L™(0Q) de domaine
DCar’) = {v € Wip=(Q)NWH(Q); ar'v(x) € L7(Q)).
En effet, dans L™(Q) on =
[fa gl = Pﬂ‘ ess sup glx) »sgn () (f=20),
ol
o(f, e) = {re 0; |j(=)| = |fllueca) — &}.
Siv,oe DU o), on doit démontrer que
[6 — 7y e — %), = lima ess =gp(.ﬁ"r(=} — alo(x) 20, (38)

{on suppose que mg.x(viﬂ — o(x)) = [l — #[li=q,) ob
Gee=Jx: p(2) —p(2) = mﬁnx,'l.r —p| — g},

Or d'aprés le principe du maximum de Bony [6], on a
fim e sup(Au(x) — AY5(x) =0, V &

Dionc clairement on a ausi (38).
Ceci étant, on pose
g = (o', ore?y oo, Lartn?) et Bow = (f(#" — '),
51— )y s ol — ),
Alors, .oy + B, est un opérateur accretif dans (L=(2))%. On & done
0 < [, — $.(afy + Blug — (o, + B)E L
= max [wn — s —.a'¢le
ob wy = (ul, af, coos wl), $= (s by --0, &) et ol P CT(Q). Ainsi, on a sussi
max (49 — &, —sup (AYy — ). =0,

I = =]
Pour p.p. ry€ &, on peuat prendre une suite o, € Co(Q) telle que
dralxo) = w¥(20)s Vi (xe) = Vui(xe), Diepo(x) — DPutl(xy)
w(xy) — Balze) = lw® — Pullem = w¥(x) — &) W2 € D, x # 2o,
et on obtient

min 511]:'(-*‘“‘5!’:{1\:} — f“(ru:l) =10

1SIgg k
d’ ol
min sup(AY4 () — s) =< 0, p. p. dans 2, {39)

1iET &
De (37) et (39) on dédunt (35).
Enfin, on donne notre résultst Principa[:
Théoréme. Sows les hypothéses (2)—(8), le probléme d'lsaac-Diirichlet swivan:
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{iljlf sup (AMu(z) — (=) =0 p. p- dsns © i

=1 sur I’
admet une unique solution u € WH=(0),
Démonsiration. D'aprés (36), on peut extraire une sous-suite w¥ de o telle que s
ga —* S0y
w¥r — i dans CW(D) fort,
4% — y dans WIP(Q) faible ¥ p < 00

que u vésifie (1). En effet d’apras (35), pour /1 << g, on a

sup (A% (z) ~M(=)) =0  p. p. dans @
1k L=

d'od d’sprés la propesition V. 2,
sup (AY(a) — =) =0 p. p. dans @, ¥V, (10)
1<k<a

D'autre part, de (35) on obtient aussi que
inf sup (AYu?(2) — (=)D =0 p- p- dans @,

i< ISk
d'ot d’aprés la proposition V. 2,
inf  sup (AYu(x) —f))=<0  p. p. dans @, (41)

T

De (40) ot (41), on déduit (1).
L'unicité est un résultat de Krylov [5].

Remarque V.1. En utilisant une méthode introduite dans [8] on peut encore cbtenir
le méme résultat en supposant & la place de (6):

c“(:)}ﬂ‘ Y :Eﬂ(k, ‘_lp 1: "')

c.a.d. qulon n's pas besoin que les coefficients %' () soient assez grands.
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