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1 %&'()*+
,�-� !�"#.�/�$ Cayley-Menger %�$�Æ &��� !�"01�

$' !" #�$ !#�� !0%"$$%!" &&&('21�$'#)$%Æ
2��()3*+,&'*,(-+.()!)4�$!�,Æ))***-3 [1] ,+/

 ��()$"0,!�"#$.+ 1-2�� !./($2&*�"$' 3%,
()2"0/ ()$0.54 1-$./,3/&$25301245012$55
3"024)056 738�� !&�1�$�"'  9341-#/4+38��
 !)5:62"0,!�"#&�1%�� !0+;,$8! �<2=65718$
>?96$:7)

93 87�Æ)***-3.+$"0,!�"# ;%<@$.�. 05��
=A.6$��7>?,)2$ @9$"8$.3 9 [2] :AB)***-3,+B;
:;() En 3$01C4�$!�"# [3] �Æ2 n ;:;() En 3$<2-��$+
.7<$CD3 ED6�"0$+=4=6ÆE$Æ>!�"#)=>? $#%<@@
? AB$�C<2-��$+.7<$CD3F%"2F@() φ, C>G? G?7D
E86"?FH7$GI 6AJHHB9HÆ>!�"#$=4)

�H=A62@? IJ,162Æ>!�"#$=4KC*IDKC J$&�<K

L�EI+1ML�FL$1-)2.93 $ KNH9 [2] ,+B;:;() En 3<
2-��%B+.()M&$CD$Æ>!�"# EDL�"0G>$+=4"L$Æ>

!�"#)O B8 Σ(e) = {e0, e1, · · · , eN} * Σ(e′) = {e′0, e′1, · · · , e′N} � n ;:;() En

* ��MPHN:M;O��QR (07ZA087) <=SPN
QORSP2006-09-23.
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3$+.()Q* (n − 1) ;,&'*F@() φ �M&$<2-��%BCD GUV

2CD3K@%"2F@() φ, ei * e′i ?"8WX3�*+3� (n − 1) ;,&'+3�
F@() φ, YZ9 [2] $8! 1 3$1-[3�&+$).�4RS=4 TUH<2V<
!)$"8%\$ !,Æ)056 $ D2H7W"0$VLW-K 6A$182�

� !�7W6X$)"2=4?$A>�QB62VLW-K<X]M^K J7WYZ
TUH9 [4] $1�18)

.9$1�18�
?@ 1 _ Σ(e) = {e0, e1, · · · , eN} * Σ(e′) = {e′0, e′1, · · · , e′N} � n ;:;() En 3$

+.()Q* (n − 1) ;,&'*F@() φ �M&$<2-��%BCD GUV2C

D3K@%"2F@() φ, ei * e′i ?"8WX3�*+3� (n − 1) ;,&'+3�F@
() φ, `

g(ei, e
′
j) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1
2
ρ2(ei, e

′
j), B8 ei, e

′
j F�*, ρ Ya:;��;

cosêie′j , B8 ei, e
′
j F�,&', êie′j Ya[';

d(ei, e
′
j), B8 ei, e

′
j "2�* b"2�', d YaZ\��;

1, B8ei, e
′
j "2�* b"2�F@() φ;

0, B8ei, e
′
j "2�7* b"2�F@() φ,

] (N + 1) :VL G = [g(ei, e
′
j)](i, j = 0, 1, · · · , N), 9 N > n + 1 X N%

det[G] = det[g(ei, e
′
j)] = 0, i, j = 0, 1, · · · , n + 1. (1)

�"L $ [3[!�"# (1) � Σ(e) * Σ(e′) $Æ>!�"#)

2 AB 1 CDE
?@ 1 FGH 12OP�Qc (N + 1) :VL G = [g(ei, e

′
j)] $I� (n + 2) O9)

$ :A29 [2]QcH<2%B+.()M&$CD Σ(e) = {e0, e1, · · · , eN}* Σ(e′) =
{e′0, e′1, · · · , e′N} 3FO%"2F@() φ $2<)

12$ ^d Σ(e) = {e0, e1, · · · , eN} * Σ(e′) = {e′0, e′1, · · · , e′N} 3Fe%F@() φ $

2<)RQcVL G $I?S+ (n + 2), ] Σ(e) * Σ(e′) � n ;:;() En 3$<27
T_CU4D$ n ;V< U9 [1] 3$A 1.7 9�VL G $I?S+ (n + 2).

VQcVL G $I?H+ (n + 2). 9 N > n + 1, W'�Qc (1) K&+ [3\
49 [2] $]\Q_ e0, e1, · · · , em; e′0, e

′
1, · · · , e′l �' em+1, em+2, · · · , eN ; e′l+1, e

′
l+2, · · · , e′N

�* 6f 1 ≤ l, m ≤ N . "L6] eN �]`^J1/* _ ei, e
′
j $VX_0�J5

� ek, e′k(i = 0, 1, · · · , m; j = 0, 1, · · · , l), U eN 0' e1, e2, · · · , em �Y$`Z0�J5�

h0, h1, · · · , hm  U e′N 0' e′0, e
′
1, · · · , e′l �Y$`Z0�J5� h

′
0, h

′
1, · · · , h

′
l  ]U eN 0*

em+1, em+2, · · · , eN �Y$0�J5� em+1, em+2, · · · , eN , CU e′N 0* e′l+1, e
′
l+2, · · · , e′N �

Y$0�J5� e′l+1, e
′
l+2, · · · , e′N , ` eN 0* e′N �Y$0�� e, N

1) 9 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ l X g(ei, e
′
j) = ei · e′j ;

2) 9 0 ≤ i ≤ m, l < j ≤ N X g(ei, e
′
j) = ei · (e′j − hi + e);
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3) 9 m < i ≤ N, 0 ≤ j ≤ l X g(ei, e
′
j) = e′j · (ei − h

′
j + e′);

4) 9 m < i ≤ N, l < j ≤ N X g(ei, e
′
j) = − 1

2 (ei − e′j − e)2.
+�9[D2

det[g(ei, e
′
j)] = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ei · e′j︸ ︷︷ ︸
0≤i≤m, 0≤j≤l

ei · (e′j − hi + e)︸ ︷︷ ︸
0≤i≤m, l<j≤N

e′j · (ei − h
′
j + e′)︸ ︷︷ ︸

m<i≤N, 0≤j≤l

− 1
2 (ei − e′j − e)2︸ ︷︷ ︸

m<i≤N, l<j≤N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2)

' (2) K3$M^KbX %

det[g(ei, e
′
j)] = − det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 1 · · · 1
... ei · e′j︸ ︷︷ ︸

0≤i≤m, 0≤j≤l

ei · (e′j − hi + e)︸ ︷︷ ︸
0≤i≤m, l<j≤N

0

0
...

1 0
... e′j · (ei − h

′
j + e′)︸ ︷︷ ︸

m<i≤N, 0≤j≤l

− 1
2 (ei − e′j − e)2︸ ︷︷ ︸

m<i≤N, l<j≤N

...

1 0 · · · 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3)

h9\8QM^K$M^\U 0 Fi)12' (3) K]X$M^K.BW$R-4?
1) 9 0 ≤ i ≤ m X bc 0 Md[ ei · (hi − e) b2c i M?e

2) 9 0 ≤ j ≤ l X bc 0 ^d[ e′j · (h
′
j − e′) b2c j ^?e

3) 9 m < i ≤ N X bc 0 Md[ 1
4e · e − e · ei + 1

2ei · ei b2c i M?e

4) 9 l < j ≤ N X bc 0 ^d[ 1
4e · e − e · e′j + 1

2e′j · e′j b2c j ^?)^5�

eN = e′N = 0n(n ;j0�), Vkc>?M^K$M3^ +�D2

det[g(ei, e
′
j)] = − det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 · · · 1 0 · · · 0
1 0 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
1 ∗ 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

1 ∗ 0
0 ∗ 0 ei · e′j
...

...
...

0 ∗ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (4)

6f$ “∗” Ya_`U$%�K CU?"8a-)12' (4) K]X$M^K.BW$R
-4?

1) bc 2 Md[ −1 b2c k(k = 3, 4, · · · , N + 2) M?e
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2) bc 2 ^d[ −1 b2c k(k = 3, 4, · · · , N + 2) ^?)+�9[D2

det[g(ei, e
′
j)] = − det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 ∗ 0 · · · 0
1 0 1 0 · · · 0
∗ 1 0 ∗ · · · ∗
0 0 ∗
...

...
... ei · e′j

0 0 ∗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= det

⎛⎜⎜⎜⎝
∗ ∗ · · · ∗
∗
... ei · e′j
∗

⎞⎟⎟⎟⎠ . (5)

2 (5) KVL3$ i, j = 0, 1, · · · , N − 1, U+0� ei, e
′
j d� n ;0� �[ N :"L

EN = (ei · e′j) $I?H+ n, 5:9 N > (n + 1) X EN � (n + 2) :CI?H+ n $"

L be (5) K3$M^K lc�f4C� 0. dO

det[g(ei, e
′
j)] = det

⎛⎜⎜⎜⎝
∗ ∗ · · · ∗
∗
... ei · e′j
∗

⎞⎟⎟⎟⎠ = 0. (6)

0f$ ^d Σ(e) = {e0, e1, · · · , eN} * Σ(e′) = {e′0, e′1, · · · , e′N} 3O%"2CD%"2
F@() φ $2<)?g() e0, e1, · · · , eN * e′0, e

′
1, · · · , e′N 3O% e0 = φ 4e()7 φ.

RQcVL G $I?S+ (n + 2), ] Ω = {A1, A2, · · · , An+1} � n ;:;() En 37
T_$ n ;V< 4,g fh,(hi*jiJ5� V, R, aij, e′0 �fh,((g O, ei, e

′
i

F� Ai, 6f i = 1, 2, · · · , n + 1, �[D2

det(G) = det

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 · · · 1
R
... − 1

2a2
ij

R

⎞⎟⎟⎟⎠ = det

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 · · · 1
R
... − 1

2a2
ij

R

⎞⎟⎟⎟⎠
+ det

(
− 1

2
a2

ij

)
= −(n!)2V 2R − (n!)2V 2R2 = −(n!)2V 2R(1 − R), (7)

2 (7) K3 9 R �= 1 XD2

det[g(ei, e
′
j)] �= 0, (i, j = 0, 1, · · · , n + 1). (8)

U:9XVL G $I?S+ (n + 2).
W' VQcVL G $I?H+ (n + 2), [3Æ?9]\ BM^K det[g(ei, e

′
j)] `&

det[g(ei, e
′
j)] = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 0 1 · · · 1 0
... ei · e′j︸ ︷︷ ︸

1≤i≤m, 0≤j≤l

ei · (e′j − hi + e)︸ ︷︷ ︸
1≤i≤m, l<j≤N

...

0 0
1 0
... e′j · (ei − h

′
j + e′)︸ ︷︷ ︸

m<i≤N, 0≤j≤l

− 1
2 (ei − e′j − e)2︸ ︷︷ ︸

m<i≤N, l<j≤N

...

1 0 · · · 0 0 · · · 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (9)
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12' (9) K]X$M^K.BWR-4?
1) 9 1 ≤ i ≤ m X bc 0 Md[ ei · (hi − e) b2c i M?e

2) 9 1 ≤ j ≤ l X bc 0 ^d[ e′j · (h
′
j − e′) b2c j ^?e

3) 9 m < i ≤ N X bc 0 Md[ 1
4e · e − e · ei + 1

2ei · ei b2c i M?e

4) 9 l < j ≤ N X bc 0 ^d[ 1
4e · e − e · e′j + 1

2e′j · e′j b2c j ^?)^5�

eN = e′N = 0n, +�D2

det[g(ei, e
′
j)] = − det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 0 1 · · · 1 0
0 0 0
...

...
...

0 ei · e′j 0 0
1 0 0
...

...
...

1 0 · · · 0 0 · · · 0 0
1 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (10)

B (10) K3$M^KÆc 0 MbeD

det[g(ei, e
′
j)] = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 1 · · · 1
0 0
...

...
0 ei · e′j 0
1 0
...

...
1 0 · · · 0 0 · · · 0
1 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (11)

12' (11) K]X$M^K.BW$R-4?
1) 9 m < i ≤ N − 2 X bc N − 1 Md[ −1 b2c i M?e

2) 9 l < j ≤ N − 1 X bc N ^d[ −1 b2c j ^?)+�h!D2

det[g(ei, e
′
j)] = − det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
... ei · e′j
0
1 0 · · · 0
1 ∗ · · · ∗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
... ei · e′j
0
1 ∗ · · · ∗
1 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
... ei · e′j
0
0 ∗ · · · ∗
1 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = − det

⎛⎜⎜⎜⎝
e1 · e′0 · · · e1 · e′N−1

...
. . .

...
eN−1 · e′j · · · eN−1 · e′N−1

∗ · · · ∗

⎞⎟⎟⎟⎠ , (12)

2 (12) KVL3$ i = 1, 2, · · · , N − 1; j = 0, · · · , N − 1, U+0� ei, e
′
j d� n ;0� �[

(N − 1) × N VL EN = (ei · e′j) $I?H+ n, 5: (12) KVL30m"2VL$I?H+
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(n + 1), �[9 N > (n + 1) X 4M^KC� 0. dO

det[g(ei, e
′
j)] = − det

⎛⎜⎜⎜⎝
e1 · e′0 · · · e1 · e′N−1

...
. . .

...
eN−1 · e′j · · · eN−1 · e′N−1

∗ · · · ∗

⎞⎟⎟⎟⎠ = 0. (13)

U:9XVL G $I?H+ (n + 2). K?9� (1) K&+)3C8! 1 Qj)

3 LMNO
2.k3 $ Bn4Æ>!�"# (1) TU<2V<$"8%\$ !,Æ)05

6 $ D2H<"0$VLW-K B62VLW-K<X]M^K J7WYZTUH

9 [4] $1�18)�Hio"L $ R\8"8]\)
_ Ω = {A0, A1, · · · , An} * Ω ′ = {A′

0, A
′
1, · · · , A′

n} � n ;:;() En 3$<27T_
$ n ;V< 4 n ;%0,gJ5� V * V ′, Ω(3 Ω ′) 3jk* Ai(3 A′

i) �'=$l'
Ωi(3 Ω ′

i) $ n − 1 ;,g� Vi(3 V ′
i ), Ω(3 Ω ′) $k* Ai(3 A′

i) 2 Ω ′(3 Ω) $l' Ω ′
j(3

Ωj) $%0��� hij(3 h′
ij), 6f i, j = 0, 1, · · · , n. ] H1 = (hij), H2 = (h′

ij) J5Ya[
hij , h′

ij �()$ (n + 1) :"L H = diag(h0, h1, · · · , hn), H ′ = diag(h′
0, h

′
1, · · · , h′

n), 43
hi(3 h′

i) � Ω(3 Ω ′) $l' Ωi(3 Ω ′
i) ?�'=$B)]l' Ωi(3 Ω ′

i) �2$ n − 1 ;,
&'� Pi(3 P ′

i ), _ n− 1 ;,&'� Pi j P ′
j �&$m''� θij , * Ai j A′

j *$:;�

�� ρij . ] Ξ = (cos θij), D0 = (− 1
2ρ2

ij), D =
(

0 1n+1

1τ
n+1 D0

)
, 6f 0n+1 � n + 1 ;M 0 0

� 0τ
n+1 � n + 1 ;^ 0 0� 6f τ Ya5ke5p6 1n+1 Ya()d� 1 $ n + 1

;M0� 0(n+1)×(n+1) Ya n + 1 : 0 VL)
.k$1�18�
?@ 2 l4?o]\ N%

H ′ = H1H
−1H2. (14)

2 (14) K<X]M^Kh!OD
PQ 1 l4?o]\ N%

det(H1) det(H2) = det(H) det(H ′) =
n2(n+1)(V (A)V (A′))(n+1)

±
n∏

i=0

Vi(A)V ′
i (A)

. (15)

R 1 �- 1 L�9 [4] $1�18)
?@ 3 l4?o]\ N%

Ξ = (cos θij) = (0τ
n+1; H)(D−1)τ (0τ

n+1; H
′)τ = (0τ

n+1; H2)D−1(0τ
n+1; H1)τ . (16)

W'=4<SR-:;7<$Æ>!�"# (1) 7WYZ6lU8! 2 * 3 $Qc)
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?@ 2 FGH _ Σ(e) = {φ, A0, A1, · · · , An, A′
0, A

′
1, · · · , A′

n}, Σ(e′) = {O, P0, P1, · · · , Pn,

P ′
0, P

′
1, · · · , P ′

n}, =4Æ>!�"# 9[�f Σ(e) * Σ(e′) $!�VL

G = g(ei, e
′
j) =

⎛⎜⎝ 1 an+1 bn+1

0τ
n+1 H H1

0τ
n+1 H2 H ′

⎞⎟⎠ (17)

$I?H+ (n + 2), an+1 * bn+1 d� n + 1 :M0� U+ H 9q ' (17) K3$VL.
R-4?QBUc 1, 2, · · · , n + 1 MS&$ (n + 1)× (2n + 3) VL]d “−H−1H2” b2Uc
n + 2, n + 2, · · · , 2n + 2 MS&$ (n + 1) × (2n + 3) VL D2

G′ =

⎛⎜⎝ 1 an+1 bn+1

0τ
n+1 H H1

0τ
n+1 0(n+1)×(n+1) H ′ − H1H

−1H2

⎞⎟⎠ . (18)

U+R-4??K4VL$I �[ G′ $I?H+ (n+2), ^5�VL G′ $c 0, 1, · · · , n+1
M*^?$ (n + 2) :rm1>L9q �[%

H ′ − H1H
−1H2 = 0(n+1)×(n+1). (19)

h! (19) KOD (14) K 8! 2 Qj)
?@ 3 FGH _ Σ(e) = {φ, A0, A1, · · · , An; P ′

0, P
′
1, · · · , P ′

n}, Σ(e′) = {φ, A′
0, A

′
1, · · · , A′

n;
P0, P1, · · · , Pn}, =4Æ>!�"# 9[�f Σ(e) * Σ(e′) $!�VL

G = g(ei, e
′
j) =

⎛⎜⎝ 0 1n+1 0n+1

1τ
n+1 D0 H

0τ
n+1 H ′ Ξ τ

⎞⎟⎠ (20)

$I?H+ (n + 2), lc�f Σ(e) * Σ(e′) $ (n + 2) : Sylvester-Blumenthal VL ( O G

$c 0, 1, · · · , n + 1 M*^?$ (n + 2) :rm1>L) 9q V' (20) K3$VL.R-4
?QBUc 1, 2, · · · , n + 1 MS&$ (n + 1)× (2n + 3) VL]dn −D−1(0τ

n+1; H
′)τ ob2U

c n + 2, n + 3, · · · , 2n + 2 MS&$ (n + 1) × (2n + 3) VL D2

G′ =

(
D (0τ

n+1; H)τ

0(n+1)×(n+1) Ξ τ − (0τ
n+1; H)τ (D−1)τ (0τ

n+1; H
′)

)
, (21)

U+R-4??K4VL$I �[ G′ $I?H+ (n + 2), ^5�VL G′ $ (n + 2) :>
L D 9q �[%

Ξ τ − (0τ
n+1; H)τ (D−1)τ (0τ

n+1; H
′) = 0(n+1)×(n+1), (22)
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′
1, · · · , A′

n; P ′
0, P

′
1, · · · , P ′

n},
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THE IMPROVEMENT OF GENERALIZED METRIC EQUATIONS

AND APPLICATIONS (I)

YANG Dinghua

(College of Mathematics and Software Sciences, Sichuan Normal University, Chengdu 610066)

Abstract It is well known that metric equations are one of the basic contents and tools
in distance geometry, and play a center role in solving the problems of geometric constraints.
In this paper, the generalized metric equations involving two finite sets of elementary material
in higher dimensional Euclidean space given by Yang D H is improved, it is more convenient to
research the relations of two simplexes by using the new generalized metric equations. As its
applications, some funny geometric relations involving two simplexes are given, especially, the
geometric identity involving two simplexes given by Yin J Y and Chen F J is infered.

Key words Higher dimension Euclidean space, simplex, volume, elementary material,
generalized metric equation, matrix identity.
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