
J F � M S D M
J� Sys� Sci� � Math� Scis�

����� ������ ��� ��	
���

NA U��A����HBC�L
�

� 	 � 
 � �
���Z�Z�ZZv� � �������

TN � fXni � � � i � n� n � �g �S� NA �M� g�x� � R� ���� � E����
t��r � �� m �����fani � � � i � n�n � �g �X��� max

��i�n
janij 	 O��g�n�����

E	��M��
C�K� �P
n��

nr�� Pr
��� P
��i������im�n

mQ
j��

anijXnij

�� � �
�
� �� �� � �

��E����o	
�K Stout �w�w��HE�V

��� S� NA �M��s��w��v�CU�����t�
MR������ YE��� ��F	�

� ZO��
� �	 ��J NA Dbd�
�P � ��	�H �r�v��X�� � � � � Xn� n � � � NA�Negative Association� D��O

f	� � � � � ng D
yFeY���� A�� A� �n Cov�f��Xj � j � A��� f��Xk � k � A��� � ��

h� f�� f� �
yFeOYe�u��l���ndeDs��� r�v� L fXi � i � 	g � NA

D�� �n � �� X�� � � � � Xn � NA D�� r�v� �L fXni � 	 � i � n� n � 	g �R� NA D��
�n � �� Xn�� � � � � Xnn � NA D�

mq NA �	�H�s��hknlD�O� ����T�U�Qu��ZBG� nn
VDhk��b� NA L�G�UDT��Z� �h�!M�q���JN�LDJh�
q��� ��
� G"�J NA LD#u$BT�j��S� O�S��G�G�P!W��
�r� v!��r�ZvD!���p� U ��HD%&mQ��b�'e(zZDl
!��� ��
�G�

� �� ""#D� ���K� ��	��)n� NA L����*eW�#�! D)nv�
��$

	� +UJh!�D#u$BT!
�� +UJ�r� v!
�� qKJOS%&DG$�'�Jrs�DU,�
E"k%-��s�Dbds(�T&

� p)'y�Z*+ ����������(),.#
/d-g$���������	
/AWad-g$����������



��� C 0 . Y t � Y �� /

�P � �Y%s� g�x� 1*�1 � D%-��s���q

lim
x���

g�cx�

g�x�
� c�� �c � ��

2 g�x� � R� �*�1 ���� �� D%-��s��Q g���x� � inffy � R� � g�y� � xg�
-m� �	� �K� 	���	�+ g���x� 1*�1 �

�
D%-��s��

���3%&40��b C'5f��6D%(��D�g���D,7�q�
�- � 2 r � �� � � �� g�x� � R� �*�1 � D%-��s��l)� x� � � � g�x�

� �x����� �*J8��2 fXni � 	 � i � n� n � 	g 1R� NA L� fani � 	 � i � n� n � 	g
1���L�l)� r�v� X v(� C � �� �B

Pr�jXnij � x� � C Pr�jXj � x�� �x � �� 	 � i � n� n � 	� �	�

E�g���jXj��r�� ��� ���

max
��i�n

janij � O��g�n������ ���

p+ � � � � �
� 9�

logn
nX
i��

a�ni � o�	�� ���

+ �r���
�

� 	 9�
EXni � �� 	 � i � n� n � 	� ���

-O
d%.� m� Mn

�X
n��

nr��Pr
���� X

��i������im�n

mY
j��

anijXnij

��� � �

�
��� �� � �� ���

/ 	 !d+ � � �
� 9� ��� yr ���� + m � 	� r � 	 9�� �		 012:0 ��� �a

�;��310�6!e2�:0�+ m� 	� � � r � 	 9 ��� '�a�;�
/ � � �� �K� 	 ���K� 	 + r � 	� m � 	 D%&mQ�P!W��,Js

��� J<D&=4>�� �� �%&7oS%&)��2!7o���G$J � DU,�+
���r�
�

� � 9�?Z5,J2eG$�->�?Z�+UJ� vDmQ�
�K� 	 �Q ani � �g�n����� �B
G3 � 2 � � �

�
� r� g�x�� fXni � 	 � i � n� n � 	g� X 6K� 	� W4=4 �	� v ���� l

+ � � �
� 9�n n�g�n���� logn � o�	�� + �r���

�
� 	 9� EXni � �� 	 � i � n� n � 	� -O


d%.� m� Mn

�X
n��

nr�� Pr
���� X

��i������im�n

mY
j��

Xnij

��� � ��g�n��m
�
��� �� � �� ���

5 � 2 � � �
� � r � �� g�x� � x� log����x�� x � 	� -m� �	� K� 	���	� vK� 	���	�

+
g���x� � ��

�

�
�
�
�x

�
� log

��
� x� x	��



� f �./0 NA �M�s��wE�v�CU ���

z2 fX�Xi � i � 	g 1 i� i� d� r� v� L�hi6DZ11

Pr�jXj � x� � x�
�r���
� � x � 	�

-c+ EjXj �r���� � � 2+ ��r���
�

� 	 9 ��� ����Rm)U 	 $+ ��� ���!d+
m � r � 	� 	 � �

�
� � 9��@�U�am� ��K� 	 )��

5 � 2 � � �� g�x� � x� expf �
p
logx cos �

p
logxg� x � 	� 66�A�b10 g�x� �

R� �*�1 � D%-��s��3l)� x� � �� �+ x � x� 9 g��x� � �� fR g�x� �

�x����� �*J8��P!W��7*�A8�9� x��g�x� � R� D
y3np��M�
�*JD�fR g�x� �W4� ��K� 	 O g�x� D(�7o�

� 78R9
Q- � 2 X�� � � � � Xk 1 NA L� jXij � bi� 	 � i � k� - �t � � n4

E exp
�
t

kX
i��

Xi

�
� exp

n
t

kX
i��

EXi �
t�

�

kX
i��

etbiEX�
i

o
�

a

E exp
�
t

kX
i��

Xi

�
�

kY
i��

E
�
	 � tXi �

t�X�
i

��
�
t�X�

i

��
� � � �

�

�
kY
i��

�
	 � tEXi �

t�EX�
i

�

�
	 �

tbi

�
�
t�b�i
� � � � � � �

��

�
kY
i��

�
	 � tEXi �

t�EX�
i

�
etbi
�

�
kY
i��

exp
�
tEXi �

t�

�
etbiEX�

i

�

�exp
� kX
i��

tEXi �
t�

�

kX
i��

etbiEX�
i

�
�

Q- � 2 fTn � n � 	g� fSn � n � 	g 1 r�v� L� K 1YO(�� r � �� �q

�X
n��

nr��Pr�jTnj � �� ��� �� � �� ���

�X
n��

nr�� Pr�jSnj � �� ��� �� � �� ���

-n
�X
n��

nr�� Pr�jTn � Snj � �� ��� �� � �� �	��



��� C 0 . Y t � Y �� /

�X
n��

nr��Pr�jTnSnj � �� ��� �� � �� �		�

�X
n��

nr��Pr�jKTnj � �� ��� �� � �� �	��

a �� � �� n

fjTn � Snj � �g 

n
jTnj � �

�

o
�
n
jSnj � �

�

o
�

fjTnSnj � �g 
 fjTnj �
p
�g � fjSnj �

p
�g�

fjKTnj � �g 

n
jTnj � �

jKj
o
�

�z ��� v ���� �B �	��
�	���

Q- �	
� 2 fxj � j � 	g 1
d��L�- �n � m � 	

X
��j������jm�n

mY
k��

xjk �
X

mP
k��

rksk�m

A�m� rk� sk � k � 	� � � � �m�
mY
k��

� nX
j��

x
rk
j

�sk
�

h�� A�m� rk� sk � k � 	� � � � �m��
mP
k��

rksk � m �s n : fxj � j � 	g 3lD(�5

� :9;W<
�- � XV= �F!�T��X;2 g�x�� R� �*J8��3Q bn � g�n�� n � 	�

mg� � vg� � :6G Jensen �G�+�11 ����>71
�X
n��

nr�� Pr
����

nX
i��

aniXni

��� � �
�
��� �� � �� �	��

�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

a�niX
�
ni � �

�
��� �� � �� �	��

mq ani � aniI�ani � �� � aniI�ani � ��� j�X;2 ani � �� 	 � i � n� n � 	�

E1 �	��� 
dgK � � �� q � � � v%.� N �<78K��Q

X�
ni � �b��n I�aniXni � �b��n � � aniXniI�janiXnij � b��n � � b��n I�aniXni � b��n ��

X��
ni � �aniXni � b��n �I

�
aniXni � � �

N

�
� �aniXni � b��n �I

�
aniXni �

�

N

�
�

X���
ni � aniXni �X�

ni �X��
ni�

c+ fX�
ni � 	 � i � n� n � 	g =1R� NA �L�m X ���

ni DKe�n

Pr
� nX
i��

X���
ni � �

�
�Pr

�
?Hn N eD9 i �B aniXni � b��n �

�
X

��i������iN�n

Pr�ani�Xni� � b��n � � � � � aniNXniN � b��n �

�
� nX
i��

Pr�aniXni � b��n �
�N

� C�nPr�jXj � b����
n ��N



� f �./0 NA �M�s��wE�v�CU ���

mq �g���x��r�� �*�1 �r���
�
D%-��s��
q v � � �

�
�
�r���
�

��-m ���+ EjXjv ���

�Rm ��� : Markov �G��n

nr��Pr
� nX
i��

X���
ni � �

�
� Cnr���nb�����v

n �N �

!d� g�x� �*�1 � D%-��s��R bn � g�n�� f-�>7q N :Z�� �� � � :
ZL��B r� 	 � N �	 � ��� � 	�v�� � �	� -+ � � �� 9�n

�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

X���
ni � �

�
��� �	��

pm X��
ni DKe�n

nr�� Pr
� nX
i��

X��
ni � �

�
� nr��Pr

� n�
i��

�
aniXni �

�

N

��

� nr��
nX
i��

Pr
�
Xni �

�g�n�

N

�
� Cnr Pr

�
jXj � �g�n�

N

�

� Cnr Pr
�
g��
�N jXj

�

�
� n

�
� �	��

mq �g���x��r�� �*�1 �r���
�
D%-��s��fRmKe �+

�
g��
�Nx

�

��r��

�
�N
�

� �r���
�

g���x�� x	��

m ��� $B E�g���NjXj
�

��r�� ��� �z �	�� B

�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

X��
ni � �

�
��� �	��

D�+U X�
ni� m Markov �G�:g� 	� �t � �� n

nr��Pr
� nX
i��

X�
ni � �

�
�nr��e�t�E exp

�
t

nX
i��

X�
ni

�

� exp
n
�r � 	� logn� t� �

nX
i��

tEX�
ni �

t�

�

nX
i��

exp�tb��n �EX��

ni

o
�

q t � �r��� logn
�

� -B

nr�� Pr
� nX
i��

X�
ni � �

�

� exp
n
� � logn�

�r � 	� logn

�

nX
i��

EX�
ni

�
�r � 	�� log� n

���
exp

��r � 	� logn

�b�n

� nX
i��

EX��

ni

o
� �	��



��� C 0 . Y t � Y �� /

D�?Z10bDS�
nX
i��

EX �
ni 	 �� n	�� �	��

logn
nX
i��

EX��

ni 	 �� n	�� ����

+ �r���
�

� 	 9�q v � �max�	� �
�
�� �r���

�

�
� -m ��� : X�

ni DKe�n

���
nX
i��

EX �
ni

��� ����
nX
i��

EaniXni

����
nX
i��

E�janiXnij� b��n �I�janiXnij � b��n �

��
nX
i��

b��v���
n EjaniXnijv � Cnb��v����v

n �

q��>7q � � ��� �W4 	 � ���v � 	�� v�� � �� 8n �	�� ���+ � � �r���
�

� 	 9�
q v � � �

�
�
�r���
�

�� � � ��� -n

���
nX
i��

EX�
ni

��� ����
nX
i��

EaniXniI�janiXnij � b��n �
����

nX
i��

b��n Pr�janiXnij � b��n �

��
nX
i��

b�����v�n EjaniXnijv � Cnb�����v��vn �

m 	� ���	 � v� � v�� � �� $B �	�� ����R �	�� B1�
+ �r���

�
� � 9� EX� ��� m ��� :! 	 $B

logn
nX
i��

EX��

ni � C logn
nX
i��

a�niEX
� 	 ��

R+ � � �r���
�

� � 9�q v � � �
�
�
�r���
�

�� m 	� ����� v� � v�� � � n

logn
nX
i��

EX��

ni � logn
����

nX
i��

Ea�niX
�
niI�janiXnij � b��n �

����
nX
i��

b���
n Pr�janiXnij � b��n �

�

� logn
nX
i��

b�����v�n EjaniXnijv � Cnb�����v��vn logn	 ��

�R+ ���� ���m �	��
����� + n :Z�9�n

nr�� Pr
� nX
i��

X�
ni � �

�
� C exp��� logn� ��� logn� � Cn�

�
� �

jn
�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

X�
ni � �

�
��� ��	�



� f �./0 NA �M�s��wE�v�CU ���

m �	����	�� v ��	� $+�
�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

aniXni � ��
�
��� ����

b �Xni ; Xni� 6��B

�X
n��

nr��Pr
� nX
i��

aniXni � ���
�
��� ����

m ��������� $B �	��� F�?Z�1 �	���f1 X�
ni � X�

niI�Xni � �� �X�
niI�Xni � ��� j�

X2 Xni � �� 	 � i � n� n � 	� 
dgK � � �� q � � � v%.� N �<78K��Q

X�
ni � aniXniI�aniXni � b��n � � b��n I�aniXni � b��n ��

X��
ni � �aniXni � b��n �I

�
aniXni �

r
�

N

�
� X ���

ni � aniXni �X�
ni �X��

ni�

c+ fX��

ni � 	 � i � n� n � 	g =1R� NA �L�><q �	����	�� D10��B
�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

X����

ni � �
�
��� ����

�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

X���

ni � �
�
��� ����

pm Markov �G�� �t � �� n

nr�� Pr
� nX
i��

X��

ni � �
�
�nr��e�t�E exp

�
t

nX
i��

X��

ni

�

� exp
n
�r � 	� logn� t��

nX
i��

tEX��

ni

o
�

q t � �r��� logn
�

� 3!d ���� =x���><q ��	�D10�$B
�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

X��

ni � �
�
��� ����

m ����
���� $B
�X
n��

nr�� Pr
� nX
i��

a�niX
�
ni � ��

�
���

K�1<�
/ � �=� X�

ni 9�?ZD10bg� 	 1(>�2s� �� K� 	 Jh�ZD10
�J6 �� �� D10a?qS%&)���fR�bB�h@@D�q�



��� C 0 . Y t � Y �� /

I K I K


�� Joag�dev K� Proschan F Negative association of random variables with applications Ann Statist�
����� ��� �������


�� Nx?��@#FPIL NA NAtxFkDHLEGiXIVIP]Fil#il�ZZ\� ����� ���
�������


�� RAN�A[# NA `\]IXNF^�^IxFIoGo^_P�T#�ZZ\� ����� ��� �������

�� Liu J J� Gan S X� Chen P Y The Hajeck�Renyi inequality for the NA random variables and its

application Statist� Probab� Lett�� ����� ��� ������

�� Shao Q M A comparison theorem on maximal inequalities between negatively associated and

independent random variables J Theor Probab� ����� ������ �������

�� Nx?�{`c�mu{�|N]#mrFPILGG NQD NF Jamison PAt~wxFk}LV#�Z
c|� ����� ��A� �������


�� �@�Euj�Nx?# IID `\]IGG~w`xF Hsu�Robbins PLE �I� �ZZ\� ����� ������
�������


�� mu{�Nx?�{`c�|N]# NA NAt~wxF�w/DV#il�ZZ\������ ������ �������

�� Stout W F Almost Sure Convergence New York� Academic Press� ����

��� Bingham N H� Coldie C M� Teugels J L Regular Variation Cambridge� Cambridge University

Press� ����

��� Stout W F Some results on the complete and almost sure convergence of linear combinations of

independent random variables and martingale di�erences Ann Math Statist� ����� ��� ���������

��� Sung S H Complete convergence for weighted sums of arrays of rowwise independent B�valued

random variables Stochastic Anal Appl� ����� ��� �������

COMPLETE CONVERGENCE FOR WEIGHTED SUMS OF

ARRAYS OF NA RANDOM VARIABLES

Cheng Fengyang Wang Yuebao

�School of Mathematical Sciences� Suzhou University� Suzhou �������

Abstract Let fXni � 	 � i � n� n � 	g be an array of rowwise NA random variables�
and let g�x� be a regular function with index �� Let fani � 	 � i � n� n � 	g be an array of real
numbers satisfying max

��i�n
janij � O��g�n������ Let r � �� and let m be a positive integer� A set

of su�cient conditions such that
�P
n��

nr�� Pr
���� P

��i������im�n

mQ
j��

anijXnij

��� � �
�
� �� �� � �

are obtained� The well�known results by Stout and Wang are extended�

Key words Array of rowwise NA random variables� weighted procduct sum� complete
convergence� regular varying function�


