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一类周期为 pq阶为 2 的 Whiteman 广义分圆序列研究 
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摘  要：线性复杂度是度量序列随机性质最重要的指标之一。该文基于 Whiteman-广义分圆，构造了一类周期为 pq
阶为 2 的广义分圆序列。证明了适当的选取参数 p 和q ，该类序列的线性复杂度的下界为 1pq p q− − + ，且该类

序列为平衡序列。最后指出了准确计算该序列的线性复杂度所必须解决的问题。 
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Abstract: Linear complexity is one of the most important indexes for measuring the randomness properties of 
sequences. Based on Whiteman-generalized cyclotomy, a new class of generalized cyclotomic sequences with 
length pq and order 2 is constructed. It is proved that the lower bound of linear complexity of the sequence 
is 1pq p q− − + with the proper selection of parameters p andq , and the sequence has balance property. Finally, 
this paper points out the method for determine linear complexity. 
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1  引言  

伪随机序列在扩频通信、测量距离、雷达导航、

流密码系统等领域都有十分广泛的应用。线性复杂

度和相关性质是衡量序列的两个最重要的指标。不

同的应用领域对序列的伪随机性质的要求是不同

的，在各种通信领域强调序列必须具有良好的相关

特性，而在流密码系统中则强调序列要有大的线性

复杂度。分圆序列就是一类具有良好随机性质的序

列[1,2]。Whiteman[3]和 Ding[4]分别提出了两类不同的

广义分圆序列，分别称之为 W-广义分圆和 D-广义

分圆。目前，基于这两类广义分圆已经构造出了多

种 W-广义分圆序列和 D-广义分圆序列 [5 11]− ，并且

其中的大部分序列均具有良好的相关性质或大的线

性复杂度。 
Ding 基于 W-广义分圆构造了一类周期为 pq 阶

为 2 的广义分圆序列，并证明了该类序列具有好的

线性复杂度和自相关性质[5,7]。本文基于 W-广义分

圆，通过选取不同的序列的特征集，构造了一类新
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的周期为 pq 阶数为 2 的 W-广义分圆序列。该序列

是平衡序列，而文献[5]的序列是几乎平衡的。然后

本文讨论了该类序列的线性复杂度，给出了线性复

杂度的一个下界，结论表明序列的线性复杂度可接

近周期长。从线性复杂度的角度看，该序列是复杂

度性质好的序列。按 B-M 算法，获取该序列的任一

段子序列均无法用该算法恢复出整个周期序列。 

2  双素数周期阶为 2的 Whiteman 广义分圆

及其序列 

令 p 和 q 是不同的素数，并且满足 gcd( 1,p −  
1) 2,q p q− = < 。定义N pq= ， ( 1)( 1) 2e p q= − − ，

由中国剩余定理，存在GF( )p 和GF( )p 的公共本原

元 g ，有 ord ( ) Lcm(ord ( ), ord ( )) Lcm(N p qg g g p= =  
1, 1)q e− − = 。令整数 h 满足 (mod ),  h g p h≡ ≡  

1(mod )q 。则阶为 2 的 Whiteman-广义分圆类 0D 和

1D 定义如下 [3]： 0 1{ : 0,1, , 1},  tD g t e D= = − ="  
{ :tg h t = 0,1, , 1}e −" 。这里，乘法是在模N 剩余类

环 NZ 下运算的。可得到[3]： 0 1 0 1,NZ D D D D∗ = ∪ ∩  
= ∅，其中 NZ ∗ 表示剩余类环 NZ 的所有可逆元素的

集合，∅表示空集。 
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对 NZ 中的任何子集 A 和任意元素 b ，定义

{ : }A b a b a A± = ± ∈ ， { : }b A b a a A⋅ = ⋅ ∈ 。定义
( ) 2
0 { mod : 0,1, ,( 3)/2}p tD g p t p= = −" ， ( ) 2

0 {q tD g=  
mod : 0,1, ,( 3)/2}q t q= −" ， ( ) ( )

1 0
p pD gD= ， ( )

1
qD =  

( )
0
qgD ， {0}R = ， ( )

0 0
qP pD= ， ( )

1 1
qP pD= ， 0Q =  

( )
0
pqD ， 0 1P P P= ∪ ， 0 1Q Q Q= ∪ ， 1 1 1 1C P Q D= ∪ ∪ ，

0 0 0 0C P Q D R= ∪ ∪ ∪ ，则 0 1 pqC C Z∪ = ， 0 1C C∩  
= ∅。 

双素数周期阶为 2 的 Whiteman 广义分圆序列

s∞ 定义如下：对于所有的 0i ≥  
( )

( )

0

1

0, mod

1, modi

i N C
s

i N C

⎧ ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪ ∈⎪⎪⎩
          (1) 

显然序列s∞ 的周期为N 。二元序列的不平衡度定义

为序列中 1 的个数和 0 的个数差的绝对值。在该序

列的一个周期中，1 出现的个数是( 1)/2pq − ，0 出

现的个数是( 1)/2pq + ，所以该序列是平衡序列。 
在文献[5]的构造中， 1 1

'C P D= ∪ ， 0
'C R= ∪  

0Q D∪ 。显然，本文构造的序列的特征集 1C 和文献

[5]中的序列特征集是不同的，因此两者是不同的序

列。 

3  序列的线性复杂度 

令 s∞ 是式(1)中定义的周期为 N 的序列，且
1

0 1 1( )N N
Ns x s s x s x −
−= + + +" ，显然序列 s∞ 的线

性复杂度( ( )LC s∞ )可由下式确定[1]：  
deg(gcd( 1, ( )))N NN x s x− −         (2) 

令m 是 2 模N 的阶，则GF(2 )m 有一个N 次单位原 

根 α 。 定 义
1 1 1

( ) i i

i C i Q i P i D

s x x x
∈ ∈ ∈ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= = + + ∈⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

GF(2)[ ]x ，由式(2)有 
( ) { : ( ) 0, 0 1}jLC s N j s j Nα∞ = − = ≤ ≤ −  (3) 

注意到  
1 1

(1) (mod2)
2 2

p q
s

⎛ − − ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠        (4) 

由 于 20 1 ( ) 1 ( 1)(1N p q p p pα α α α α= − = − = − + +  
( 1) )q pα −+ +" ，则  

0 1

2 ( 1) 1,  1p p q p i

i P i P

α α α α−

∈ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ + + = + =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑"  (5) 

由对称性有 

0 1

1i

i Q i Q

α
∈ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑           (6) 

注意到 

0 1

1

0

1 0
N

i i

i P i Q i D i D i

α α
−

∈ ∈ ∈ ∈ =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + + + = =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑    (7) 

引理 1  令下文的符号和上文相同，则 

1

( 1)
(mod2),

2
( 1)

(mod2),
2

ki

i D

p
k P

q
k Q

α
∈

⎧ −⎪⎪ ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪ −⎪ ∈⎪⎪⎪⎩

∑  

证明  当k P∈ 时，由于 g 是GF( )p 和GF( )q 的

公共本原根，并且 g 模N 的阶为e ，由h 的定义有

1(mod ) { (mod ) : 0,1, , 1} { :t tD q g h q t e g t= = − = =…
0,1, , 1}(mod ) {1,2, , 1}e q q− = −" " 。当 t 跑遍 {0,1,  

, 1}e −" 时， (mod )tg q 取{1,2, , 1}q −" 中的每个值

( 1) 2p − 次。由式(5)可得： 

1

1 1mod2 mod2
2 2

ki i

i D i P

p pα α
∈ ∈

⎛ − ⎞ −⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑ ∑  

同理可证引理 1 的第 2 部分。              证毕 
引理 2(文献[4] 引理 7)   如果 ja D∈ ，那么

iaD ( )(mod2)i jD += ，其中 , 0,1i j = 。 
引理 3  令下文的符号和上文相同，则 

( )
1

1

0 1( ),        

,   

,   

k ki
P

ki
Q

s k D D

s k P

k Q

α

α α

α

⎧⎪ ∈ ∪⎪⎪⎪⎪⎪= ∈⎨⎪⎪⎪⎪ ∈⎪⎪⎩

∑
∑

 

证明   与引理  1 的证明类似，可以得到

0(mod )D p ( )( )
1 0 1(mod ) ppD p D D= = ∪ ， 0(mod )D q =  

( )( )
1 0 1(mod ) qqD q D D= ∪ 。 

若 0k D∈ ，则存在 {0,1, , 1}t e∈ −" ，使得

(mod )tk g pq≡ 。则有 (mod )tk g p≡ ，且 tk g≡  
(mod )q⋅ 。显然，当 t 为偶数时，k 同时为模 p和模q
的二次剩余；当 t 为奇数时，k 同时为模 p和模q 的
二次非剩余。若 1k D∈ ，则存在 {0,1, , 1}t e∈ −" ，

使 (mod )tk g h pq≡ 。 因 为 (mod )h g p≡ ， h ≡  
1(mod )q ，则有 1(mod )tk g p+≡ ，且 (mod )tk g q≡ 。

显然，当 t 为奇数时，k 为模 p的二次剩余且k 为模

q 的二次非剩余；当 t 为偶数时，k 为模 p的二次非

剩余且k 为模q 的二次剩余。 
由引理 2，当 0k D∈ ， ( )

0(mod ) pk p D∈ ，且
( )
0(mod ) qk q D∈ ， 1 1kD D= ， ( ) ( )

1 1 1 1= = =p pkQ qkD qD Q ， 

( )
1 1 1

qkP pkD P= = ，则
1 1 1

( )k ki

i P i Q i D

s α α
∈ ∈ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + + =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

1 1 1

( )i

i P i Q i D

sα α
∈ ∈ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ 。 

如果 0k D∈ ， ( )
1(mod ) pk p D∈ ，且 (mod )k q ∈  

( )
1
qD ，则 1 1kD D= ， ( ) ( )

1 1 0 0
p pkQ qkD qD Q= = = ， 

( )
1 1 0

qkP pkD P= = ，又由式(5)和式(6)，那么 ( )ks α =  

1 1 1 0 0 1

( )ki i

i P i Q i D i P i Q i D

sα α α
∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜+ + = + + =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 
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如果 1k D∈ ， ( )
0(mod ) pk p D∈ ，且 (mod )k q ∈  

( )
1
qD ，则 1 0kD D= ， ( ) ( )

1 1 1 1
p pkQ qkD qD Q= = = ， 

( )
1 1 0

qkP pkD P= = ，又由式(5)和式(7)，那么 ( )ks α  

1 1 1 0 1 0

( )ki i

i P i Q i D i P i Q i D

sα α α
∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= + + = + + =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 

如果 1k D∈ ， ( )
1(mod ) pk p D∈ ，且 (mod )k q ∈  

( )
0
qD ，则 1 0kD D= ， ( ) ( )

1 1 0 0
p pkQ qkD qD Q= = = ，

( )
1 1 1

qkP pkD P= = ，又由式(6)和式(7)，那么 ( )ks α  

1 1 1 1 0 0

( )ki i

i P i Q i D i P i Q i D

sα α α
∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= + + = + + =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 

当k P∈ 时， 1 {0}kQ = ，由引理 1 有 

( )
1 1 1

( )
1 11

1

1

( )

      

1 1      mod2 mod2
2 2

      

p

k ki
i P i Q i D

qki ki ki
i D i D i P

ki
i P

ki
i P

s

p p

α α

α α α

α

α

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

∈

∈

= + +

= + +

⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑
∑  

当k Q∈ 时， 1 {0}kP = ，由引理 1 有 

( )
1 1 1

1

1

( )

1 1
      mod2 mod2

2 2
      

k ki
i P i Q i D

ki
i Q

ki
i Q

s

q q

α α

α

α

∈ ∈ ∈

∈

∈

= + +

⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=

∑ ∑ ∑

∑
∑

 

综上所述，引理 3 得证。 
引理 4  ( ) {0,1}s α ∈ 恒成立。 
证明  因为 2 是域GF(2 )m 的特征，则 2[ ( )]s α  

2( )s α= 。由引理 3， 2( ) ( )s sα α= 当且仅当 02 D∈  

1D∪ 。由定义知， 0 1pqZ D D P Q R= ∪ ∪ ∪ ∪ ，显然，

2 P Q R∉ ∪ ∪ ，则 0 12 D D∈ ∪ 。所以 ( ) {0,1}s α ∈ 恒

成立。                                   证毕 
引理 5  
(1)如果k P∈ ，

1
{0,1}ki

i P
α

∈
∈∑ 当且仅当q ≡  

1(mod 8)± 。 
(2)如果k Q∈ ，

1
{0,1}ki

i Q
α

∈
∈∑ 当且仅当 p ≡  

1(mod 8)± 。 
证明  引理 5 的证明可以参看文献[6]的引理

5。 
注：由文献[6]的讨论可知，对固定的 α ，当 
1(mod8)q ≡ ± 时，

1
0( )ki

i P
k Pα

∈
∈∑ 和

1

ki
i P

α
∈∑  

1( )k P∈ 恰好其中一个为 0。不妨固定 α，使得当

0k P∈ 时，
1

0ki
i P

α
∈

=∑ 。类似地，当 1(mod8)p ≡ ±

时，可以选定α，使得当 0k Q∈ 时，
1

0ki
i Q

α
∈

=∑ 。 

下面举一个例子说明，适当的选择 p和q ，可以

使得 ( ) 1s α = 。 
例  取 3p = ， 7q = ，则 21N = ， 6e = ，由

中国剩余定理求得 5g = ， 8h = ，由此可计算出

0 {1, 4,5,16,17,20}D = ， 1 {2, 8,10,11,13,19}D = ， 0P =  
{3,6,12}， 1 {9,15,18}P = ， 0 {7}Q = ， 1 {14}Q = 。

设α是有限域GF(2 )m 上的 21次单位原根。求 ( )s α =  

( )
1 1 1

i
i P i Q i D

α
∈ ∈ ∈
+ +∑ ∑ ∑ 的值。 

因为α是有限域GF(2 )m 上的 21 次单位原根，

容易求得使2 1(mod21)m ≡ 成立的最小m 为 6，所以
6GF(2 )α ∈ 。容易找到一个GF(2)上的 6 次不可约

多项式 6 1x x+ + ，令 β 是 6GF(2 )的一个生成元，
6 1 0β β+ + = ，且有 3α β= 。则 6GF(2 )上的所有元

素都可以用次数不大于 6 的β 的多项式表示。因此

由 6 1β β= + 可计算验证 

( )
1 1 1

9 15

18 14 2 8 10 11 13 19

27 45 54 42 6 24 30

33 39 57

( )

      

    

      1

i
i P i Q i D

s α α α α

α α α α α α α α

β β β β β β β

β β β

∈ ∈ ∈
= + + = +

+ + + + + + + +

= + + + + + +

+ + + =

∑ ∑ ∑
 

下面通过定理 1 给出本文构造的序列的线性复

杂度的下界。 
定理 1  适当的选取 p，q ，使得 ( ) 1s α = 。可

使得序列的线性复杂度满足 ( ) +1LC s pq p q∞ ≥ − − 。 
证明  由引理 4 可知， ( ) {0,1}s α ∈ 。选择适当

的 ,p q ，使 ( ) 1s α = 。由引理 3 和式(3)得 

( ){ }
{ }
{ }

( ){ }

1

1

0 1( ) : 0,

            : 0,

            : 0,

            : 0 ,

          ( 1) ( 1) 1

          1

k

ki
i P

ki
i Q

k

LC s pq k s k D D

k k P

k k Q

k s k R

pq q p

pq p q

α

α

α

α

∞

∈

∈

= − = ∈ ∪

− = ∈

− = ∈

− = ∈

≥ − − − − −

= − − +

∑

∑  

4  结束语 

本文构造的广义分圆序列和文献[5]中的广义分

圆序列都是基于 Whiteman 广义分圆类构造的。不

同之处在于序列的特征集的选取。文献[5]中的构造

把集合P 直接划入特征集 1C 中，而把Q 划入 0C 中， 
所构造的序列的不平衡度是 1q p− − 。本文把集合

P 和Q 分别再分成两个元素个数相等的两个子集

合，分别为 0P ， 1P 和 0Q ， 1Q 。之后把 1P 和 1Q 一起

划入特征集 1C 中，这样构造出来的序列是平衡序

列。要确定该序列的线性复杂度的具体值，必须找

出 p，q 的取值和多项式 ( )s α 的关系。目前这一问题
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有待进一步研究。因此不能给出该序列的具体的线

性复杂度的大小。但是本文确定了该序列的线性复

杂度的一个下界。由定理 1 的结论，适当地选择 p和
q ，可以使得序列的线性复杂度 ( )LC s pq p q∞ ≥ − −  

1+ ，即序列的线性复杂度均接近周期长。从线性复

杂度的角度看，该序列是复杂度性质好的序列。按

B-M 算法，获取该序列的任一段子序列均无法用该

算法恢复出整个周期序列。 
最后，我们指出进一步的研究内容：(1)研究该

类 Whiteman-广义分圆序列的自相关性质。(2)研究

p和q 的取值与多项式 ( )s α 的取值之间的关系。 
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