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K2means 算法中的 k 值优化问题研究
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摘要 : 　在空间聚类中 ,最佳聚类数 k 求解的关键是构造合适的聚类有效性函数. 典型 K2平均算法中的
聚类数 k 必须是事先给定的确定值 ,然而 ,实际中 k 很难被精确地确定 ,使得该算法对一些实际问题无
效.文章提出距离代价函数作为最佳聚类数的有效性检验函数 ,建立了相应的数学模型 ,并据此设计了

一种新的 k 值优化算法. 同时 ,给出了 k 值最优解 kopt及其上界 kmax的条件 ,在理论上证明了经验规则

kmax ≤ n的合理性 ,实例结果进一步验证了新方法的有效性.
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Abstract :　In spatial clustering , the key factor to solve the problem of optimal class number is to construct a proper

cluster validity function. The value of k must be confirmed in advance to exert K2means algorithm. However , it can

not be clearly and easily confirmed in fact for its uncertainty. This paper recommends a distance cost function based on

Euclidean distance to confirm the optimal class number , sets up a corresponding math model and designs a new

optimization algorithm of k value. At the same time , the conditions of optimal solution kopt and its up limit kmax are

presented in this paper. The experiential rule which is usually expressed as kmax ≤ n is theoretically proved to be

reasonable. Results come from the example also show the validity of this new algorithm.
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1 　引言
空间聚类与传统聚类方法的区别在于引入了空间距离维度 ,意在对具有空间分布属性的研究对象实

现空间聚类. 在空间聚类各算法中 ,最著名和经典的类别划分方法是 K2平均算法 ( K2means algorithm) , K2
中心算法 ( K2medoid algorithm) 以及它们的变种[1 ,2 ] . 上述算法一般需要事先给定聚类数 k ,但多数情况下 ,

聚类数 k 事先无法确定 ,因此需要对最佳聚类数 k 进行优化处理. 目前已提出了一些检验聚类有效性的

函数[3～6 ] ,人们使用上述聚类有效性函数计算合适的聚类数 k ,即最佳聚类数 kopt ,但是 ,由于这些构造函

数自身的缺陷 ,一般难以直接找到最佳聚类数 kopt ,因此需要先确定一个搜索范围 ,就是要设定一个 kmax ,

使得 kopt ≤kmax. 对于如何确定 kmax ,目前尚无明确的理论指导 ,多数学者使用的经验规则[4 ]为 : kmax ≤ n .

为了使研究更具针对性 ,本文仅对典型 K2平均算法的 k 值优化问题展开讨论.

典型的 K2平均算法以平方误差准则较好地实现了空间聚类 ,对于大数据集的处理效率较高[7 ] . 但是 ,

该算法要求用户必须事先给出精确的 k (要聚类的数目) 值 ,这在一定程度上影响和限制了其应用合理性.

在实际中 , k 值是难以准确界定的 ,用户无法知道采用什么样的 k 值聚类对自己更有利. 因此 ,确定的 k 虽
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然对算法本身更方便、高效 ,但对一些实际问题并不有效. 据此本文提出了距离代价函数的概念 ,建立了相

应的数学模型 ,并以距离代价最小准则实现了 k 值优化算法. 同时 ,给出了求 k 值最优解 kopt及其上界 kmax

的条件 ,并在理论上证明了经验规则 kmax ≤ n的合理性.

2 　典型的空间聚类算法 ———K2平均算法
空间聚类是一种空间数据划分或分组的重要方法. 它是将研究对象的空间距离指标按照相似性准则

划分到若干个子集中 ,使得相同子集中各元素间差别最小 ,而不同子集中各元素间差别最大. 通常的空间

聚类算法是建立在各种距离基础上的 ,如欧几里得距离、曼哈顿距离和明考斯距离等. 其中 ,最常用的是欧

几里得距离 :

d ( i , j) = [ ( xi1 - xj1) 2 + ( x i2 - xj2) 2 + ⋯+ ( xin - xjn) 2 ] , (221)

式中 , i = ( x i1 , xi2 , ⋯, xin) 和 j = ( xj1 , xj2 , ⋯, xjn) 是两个 n 维的数据对象.

根据空间聚类的一般原则 ,类别的划分应使得同一类 (簇) 的内部相似度最大、差异度最小 ,而不同类

(簇) 间的相似度最小、差异度最大. 空间聚类一般使用距离作为划分准则 ,即任一空间对象与该对象所属

簇的几何中心之间的距离比该对象到任何其他簇的几何中心的距离都小.

图 1 　空间聚类过程

K2平均算法设计过程. 首先 ,由用户确定所要聚类的准确

数目 k ,并随机选择 k 个对象 (样本) ,每个对象称为一个种子 ,

代表一个簇 (类) 的均值或中心 ,对剩余的每个对象 ,根据其与

各簇中心的距离将它赋给最近的簇. 然后重新计算每个簇内对

象的平均值形成新的聚类中心 ,这个过程重复进行 ,直到下列

(222) 式准则函数收敛为止.

E = ∑
k

i =1
∑

p ∈C
i

| p - mi | 2 . (222)

这里 , E 是所有研究对象的平方误差总和 , p 为空间的点 ,即数

据对象 , mi 是簇 Ci 的平均值. 按照这个准则生成的结果簇趋向于独立和紧凑 (图 1) .

3 　距离代价函数及空间聚类 k 值优化算法
311 　距离代价函数

对于如何求解最佳聚类数 k 和构造聚类有效性函数 ,不同学者给出了不同的答案 ,文献[8 ]归纳了以

下几种常用的聚类有效性函数 :

1) 分离系数 :

F( U , k) =
1
n ∑

k

i =1
∑

n

j = 1

( uij)
2 , (223)

假设Ω为所有聚类结果 ,那么 k 的最优选择由下式给出 :

max
k

{ max
Ω

F( U , k) } , 　k = 2 ,3 , ⋯, n - 1.

　　2) 分离熵 :

H( U , k) = -
1
n ∑

k

i = 1
∑

n

j =1
uijlog ( uij) , (224)

其中 , k 的最优选择由下式给出 :

max
k

{ max
Ω

H( U , k) } , 　k = 2 ,3 , ⋯, n - 1.

　　3) 紧致与分离性效果函数 :

S ( U , k) =

1
n ∑

k

i =1
∑

n

j = 1
u2

ij | xj - ci | 2

min
i , j

| ci - cj | 2 , (225)
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k 的最优选择由下式给出 :

min
k

{ max
Ω

S ( U , k) } , 　k = 2 ,3 , ⋯, n - 1.

　　上述几个聚类有效性函数 ,由于其自身的缺陷 ,如函数的非线性特征、单调性问题以及计算复杂度问

题等 ,它们对于聚类有效性检验的效果并不理想 ,难以求解最佳聚类数 k . 比较而言 , S ( U , k) 的性能较好 ,

它反映了输入样本与它们相应聚类中心间距的平均值与聚类中心最小间距的比值 ,一个好的聚类应该使

聚类中心的间距尽可能地大 ,而样本与其中心间距尽可能地小.

在研究空间聚类问题时 ,模型设计的合理性非常重要. 典型的 K2平均算法是在 k 被事先准确给定条

件下实现的 ,由于算法本身较为完善、高效 , K2平均算法一直占据着空间聚类算法的核心地位 ,但其对 k

值的严格要求大大限制了该算法的应用. 例如 ,在实际中 ,某物流公司准备在一个新的地区拓展其物流配

送业务 ,公司根据该区域居民点密度和市场需求状况等拟投资建设一定数量的配送中心. 对于该公司来

说 ,这是一个战略决策问题 ,实际上可以看作一个空间聚类问题来处理. 该用户对于建立多少个配送中心

并不能提供一个准确的数据 ,他仅能根据以往的经验或直觉提供一个大致的数量范围. 这种情况下 ,直接

运用 K - 平均算法难以奏效 ,必须对 k 值进行优化处理. 考虑到运输成本对于物流企业的核心作用 ,应该

保证在完成相同业务量的同时使得运输成本达到最小. 据此 ,本文构造了距离代价函数 ,并以距离代价最

小准则求解最佳聚类数 k ,该方法对于实际问题具有一定的合理性.

定义 1 　令 K = { X , R}为空间聚类的聚类空间 ,其中 , X = { x1 , x2 , ⋯, xn} ,假设 n 个空间对象被聚类

为 k 个簇 ,定义类际距离为所有聚类中心 (簇内样本的均值) 到全域中心 (全体样本的均值) 的距离之和 :

L = ∑
k

i =1
| mi - m | , (321)

式中 , L 为类际距离 ; m 为全部样本的均值 ; mi 为簇 Ci 所含样本的均值 ; k 为所要聚类的个数.

定义 2 　令 K = { X , R}为空间聚类的聚类空间 ,其中 , X = { x1 , x2 , ⋯, xn} ,假设 n 个空间对象被聚类

为 k 个簇 ,定义类内距离为所有聚类簇内部距离的总和 (其中 ,每个簇的内部距离为该簇内所有样本到其

中心的距离之和) :

D = ∑
k

i =1
∑

p ∈C
i

| p - mi | , (322)

式中 , D 为类内距离 ; p 为任一空间对象 ,即样本 ; m , mi , Ci , k 含义与式 (321) 相同.

定义 3 　令 K = { X , R}为空间聚类的聚类空间 ,其中 , X = { x1 , x2 , ⋯, xn} ,假设 n 个空间对象被聚类

为 k 个簇 ,定义距离代价函数为类际距离与类内距离之和 :

F( S , k) = L + D = ∑
k

i = 1
| mi - m | + ∑

k

i = 1
∑

p ∈C
i

| p - mi | , (323)

式中 , F( S , k) 为距离代价函数 ;其他变量的含义与式 (321) 、式 (322) 中相应变量的含义相同.

在运用距离代价函数作为空间聚类有效性检验函数时 ,本文确定了距离代价最小准则 ,即当距离代价

函数达到最小值时 ,空间聚类结果为最优 , k 的最优选择由下式给出 :

min
k

{ F( S , k) } , 　k = 1 ,2 ,3 , ⋯, n.

　　定理 1 　令 K = { X , R}为空间聚类的聚类空间 ,其中 , X = { x1 , x2 , ⋯, xn} ,假设 n 个空间对象被聚类

为 k 个簇 , L 为类际距离 , D 为类内距离 ,当 L = D 时 ,空间聚类数 k 达到优化 ,即符合经验规则 : k ≤ n .

定理 1 的证明如下 :令 �d 为样本与其聚类中心的平均距离 , �d = D/ n ; �l 为聚类中心的平均距离 , �l =

L/ k ,当空间聚类具有分形几何特征时 ,即每个聚类内部的空间结构与整个聚类空间结构在形态上是相似

的 ,此时应有 :

�l
L

=
�d

D/ k
. (324)

　　但是 ,实际空间聚类不一定具备分形几何特征 ,考虑问题的一般性 ,空间聚类应遵循紧致和分离性[8 ]

要求 ,即一个好的空间聚类应该使各聚类中心的间距尽可能地大 ,而样本与其中心间距尽可能地小. 此时

应有 :
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�d
D/ k

<
�l
L

. (325)

　　当 L = D ,即 L = k�l = D = n�d 时 ,联立上述 (324) 和 (325) 两个方程 ,容易得到 : k2 ≤n ,即 k ≤ n ,这正

是被很多学者所接收但又难以证明的经验规则[5 ] .

312 　基于距离代价函数的空间聚类 k 值优化算法

定理 1 为最佳空间聚类数的求解指出了一个途径 ,即可以先求出最优解的上界 ,这样便大大缩小了最

优解的范围. 上文构造的距离代价函数由于其结构简单 ,计算复杂度较小 ,因而具有较好的检验效果. 本文

据此设计了一个空间聚类 k 值优化算法. 该算法过程描述如下 :

算法 :在 K2平均算法基础上 ,通过距离代价函数优化 k 值.

输入 :包含 n 个对象的数据库.

输出 :距离代价函数最小条件下的 k 3 个簇.

方法步骤 :

1) 根据经验规则计算和确定最优解的上界 k ≤ n ;

2) 用 K2平均算法实现 k ≤ n所有数目下的空间聚类 ;

3) 根据距离代价函数分别计算不同聚类数目 k 下的 F( S , k) 值 ;

4) 搜寻距离代价函数最小的 F( S , k) 3 ,并记下相应的 k 3 ;

5) 结束.

4 　空间聚类 K值优化求解实例

表 1 　研究对象的空间坐标

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9

x 1 2 3 3 4 2 8 9 10

y 1 2 1 4 5 5 3 2 3

图 2 为某研究区内空间对象分布状

况 ,图中共有 9 个研究对象 (样本) ,其空

间坐标如表 1 所示. 现在采用上文提出

的空间聚类 k 值优化算法求解 ,考虑到

经验规则 k ≤ n ,应该有 : k ≤ 9 = 3 ,因

此 k 的取值范围可以缩小为 k1 = 1 , k2 = 2 , k3 = 3 ,求解步骤如下 :

首先 ,按照经典的 K2平均算法 ,分别对 9 个研究对象进行 k1 = 1 , k2 = 2 , k3 = 3 时的空间聚类 ,形成如

图 3 ,图 4 ,图 5 的空间聚类结果.

然后 ,根据上文构造的距离代价函数分别计算 k1 = 1 , k2 = 2 , k3 = 3 时的距离代价 ,结果为 : F ( S ,1) =

3010 , F( S ,2) = 21104 , F( S ,3) = 18177.

根据距离代价函数最小原则 , k3 = 3 为最优解.

图 2 　样本的空间分布状况 ( m0 为样本均值)
　

图 3 　一个聚类及其距离代价 (3010)
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图 4 　两个聚类及其距离代价 (21104)
　

图 5 　三个聚类及其距离代价 (18177)
　

图 6 　距离代价函数随 k 值变化趋势

在对最佳聚类数进行优化求解时 ,利用图像分析法

可以快速找到最佳的 k 值. 由式 (323) 可知 ,距离代价函

数 F( S , k) 实际上是由两部分组成的 ,其中 , L 为类际距

离 ,是关于 k 的增函数 ,而 D 为类内距离 ,是关于 k 的减

函数. F( S , k) 的变化取决于两者的合成 (图 6) . 上文已经

证明 ,当 L = D 时 ,空间聚类能够达到优化 ,即 kmax ≤ n .

当然 ,这个解不一定就是最优解 ,但肯定是较优的解 ,它

与最优解通常仅一步之遥. 实例中 L 和 D 的交点恰好为

距离代价函数的最小值点 ,分析表明 , k3 = 3 正是最优解.

5 　结束语
典型的空间聚类 K2平均算法是在 k 被事先给定条件下实现的 ,但是 ,在实际应用中 , k 难以准确确

定 ,因此 ,在应用经典的 K2平均算法实现空间聚类时需要作进一步的优化和改进. 文章在分析和比较其他

聚类有效性函数的基础上 ,构造了距离代价函数 ,并据此设计了空间聚类 k 值优化算法. 在对最佳聚类数

优化求解过程中 ,确定了距离代价最小原则作为最优解的条件 ,进一步给出了最优解的上界 kmax ,从而大

大缩小了最优解的范围 ,提高了新算法的效率 ,并从理论上论证了其合理性 ,算例结果和图像分析结果表

明新方法是有效的.
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