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时滞切换系统指数稳定性分析 :Lyapunov2Krasovskii 泛函方法
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摘要 : 　考虑由两个线性时滞子系统构成的切换系统 ,分析其在任意切换序列作用下保持指数稳定性的

条件. 分别利用二次型与逐段二次型的 Lyapunov2Krasovskii 泛函构造方式给出了以线性矩阵不等式所表

述的稳定性判据 ;进而通过状态变量代换结合积分不等式技巧证明了指数衰减率对于所有切换序列一

致成立 ,即其完全取决于系统的结构特征. 最后给出了一个算例.
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Abstract : 　We consider switched dynamical systems consisting of two linear subsystems with delay. The problem is to

find conditions guaranteeing exponential stability of the system for any switching sequence. Both quadratic and

piecewise quadratic construction of Lyapunov2Krasovskii functional is exploited , from which the stability criteria in

terms of linear matrix inequalities are derived. Furthermore , based on the state transformation combining with integral

inequality technique , it is strictly verified that the exponential decay rate holds uniformly for all switching sequence ,

and is definitely determined by the structure of subsystems. Numerical examples are given to demonstrate the

effectiveness of our results.
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1 　引言
本文的研究对象是由两个具有时不变系数矩阵的时滞线性子系统 :

Ûx ( t) = A i x ( t) + A i1 x ( t - r) , t ≥ t0 , i = 1 ,2 (11a)

在取值于指标集{1 ,2}的右连续切换信号 :

s ∶= ( t0 ,π(0) ) , ⋯( tk ,π( k) ) , ⋯| lim
k →∞

tk = ∞ (11b)

驱动下构成的切换系统. 其中 x ∈R n
, r > 0 为状态变量与时滞常数 ,{ A i , A i1 }

2
i = 1 为适当维数矩阵 ; tk ,

π( k)为切换时刻及相应的切换序列取值.

时滞与切换是自然现象的理想化数学描述 ,二者相互耦合可能导致复杂的系统动力学行为. 如果给定

切换序列 (2) ,时滞切换系统 (1)成为具有非连续时变系数矩阵的自治系统 ,著作 [ 1 ]证明了其解的整体存

在唯一性 ,并且其一致渐近稳定性等价于指数稳定性. 对于具有非时变系数矩阵的时滞系统 ,为导出与时

滞相关的稳定性判据 ,在 Lyapunov2Krasovskii 泛函的构造中通常包含了时间的“平移”变换[2 ] 或状态导

数[3 ]
;由于切换系统的时变性与非连续性 ,前者变换效应的积累将导致稳定性分析失去因果性 ,而后者将



导致泛函失去连续性这一基本前提.

非二次型Lyapunov 函数[4 ]与多Lyapunov 函数[5 ]方法是切换系统稳定性分析中具有代表性的成果 ,前

者构建于有限维欧式空间中不变集的几何结构 ,而后者根植于不同 Lyapunov 函数在有限维欧式空间上的

几何相容性①;在时滞条件下 ,相空间为无穷维函数空间 ,因此这些方法的适用条件不再成立. 时滞现象的

存在丰富了切换系统稳定性问题的理论体系 ;但是在其方法与结论推广中存在根本的局限性与保守性. 文

献[6 ,7 ]分别基于Lyapunov2Krasovskii 泛函与Lyapunov2Razumikhin 函数方法将[8 ]中关于度量空间上非连续

混杂动力系统稳定性分析的若干充分性结论推广至时滞情形. 文献 [9 ]考虑了时滞切换系统的镇定问题 ,

其方法没有突破二次镇定的研究模式.

切换系统的时变性与非连续性取决于切换序列的行为 ,这是其区别于一般时变系统的特殊性所在. 本

文从泛函微分方程稳定性的原始论证方式入手 ,分别利用二次型与逐段二次型 Lyapunov2Krasovskii 泛函方

法分析系统 (1)在任意切换序列作用下保持一致渐近稳定的条件 ;进而证明了其指数衰减率对于所有切换

序列一致成立 ,即完全由子系统属性所确定. 在无时滞条件下这是近乎显然的结论[10 ] ,也是切换系统区别

于一般时变系统的重要特征.

2 　记号与引理
Cn ,r∶= C( [ - r ,0 ] , R n ) , r > 0 表示由 [ - r ,0 ]映入 R n 的具有一致范数的连续函数构成的 Banach 空

间 , xt ∈Cn , r含义为 xt (θ) = x ( t +θ) ,θ∈[ - r ,0 ] ; | ·| , ‖·‖分别表示 R n , Cn , r上的度量. 对于实对称矩

阵 ,λmax (·) ,λmin (·)分别表示其最大与最小特征值. D
+ 为实值连续函数的右导数算子.

设可测向量值函数集合 M∶= [ m1 ( t) , m2 ( t) ]′ ∑
2

i = 1
mi ( t) ≡1 , mi ( t) ≥0 ; i = 1 ,2 . 根据非连续系统的

描述方法[9 ]
,对于任意切换序列 ,系统 (1)等价地转化为微分包含的形式 :

Ûx ( t) ∈ F ( xt ) , t ≥ t0 (2)

其中 F ( xt )∶= co{ A i x ( t) + A i1 x ( t - r) | i = 1 ,2}. 下述等价性条件[11 ]反映了切换系统的时变本质.

引理 1 　记珔A i∶= A i + A i1 , i = 1 ,2. 对于所有[ m1 ( t) , m2 ( t) ]′∈M ,微分包含 (2)与下列泛函微分方程 :

Ûx ( t) = A ( t) x ( t) + A1 ( t) x ( t - r) = 珔A ( t) x ( t) + A1 ( t) zt ( - r) , t ≥ t0 (3)

解的集合是一致的. 其中 A ( t) = ∑
2

i = 1
mi ( t) A i , A1 ( t) = ∑

2

i = 1
mi ( t) A i1 ,珔A ( t) = ∑

2

i = 1
mi ( t)珔A i ; zt (θ) ∶= xt (θ) -

xt (0) , - r ≤θ≤0 满足 zt (0) ≡0 , t ≥t0 .

引理 2 　(S2procedure
[12 ] ) 设 G( x) , H ( x) , x ∈R n 为二次型函数 ,那么下列命题相互等价 :

1) G( x) < 0 ; Π x ∈{ y ∈R n
| H ( y) ≤0} ; 2) 存在λ≥0 ,使得 G( x) - λH( x) ≤0 , Π x ∈R n

.

3 　主要结论
子系统的稳定性是系统 (1)在任意切换作用下保持稳定的必要条件. 时滞系统的稳定判据相当丰富 ,

其保守性也不尽相同. 分析切换系统的稳定性 ,须突出时变本质 ,忽略子系统稳定性判据之间的异性 ,提取

其共性加以描述与分析 ,这是本文方法与结论的基本出发点.

311 　二次型 Lyapunov2Krasovskii 泛函分析方法

定理 1 　如果存在对称矩阵 P , Q > 0 满足下述线性矩阵不等式 :

珔A′i P + P珔A i rPA i1

rA′i1 P - rQ
< 0 , i = 1 ,2 (4)

那么存在常数κ≥1 , v > 0 使得对于任意切换序列与给定初始条件 ,时滞切换系统 (1) 的解是指数衰减的 ,

并满足| x ( t) | ≤κ‖xt
0
‖e

- v ( t - t
0

)
, t ≥t0 .
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① 拓扑空间{Ω ,τ}上非负连续实值函数 u , v 具有几何相容性 ,如果存在 0 <α<β,使得αv ( w) ≤u ( w) ≤βv ( w) , Πw ∈Ω.



证明　根据引理 1 ,只要证明泛函微分方程 (3) 的指数稳定性即可. 依据 Schur 补引理及不等式 (4) 的

线性与严格性可知 ,存在 0 < l < 1 ,使得下列 Riccati 不等式成立 :

∑
2

i = 1
mi珔A′i P + P ∑

2

i = 1
mi珔A i + rP ∑

2

i = 1
miA i1 Q

- 1

∑
2

i = 1
miA′i1 P + (1 - l) P < 0 (5)

其中 m1 + m2 = 1 ,0 ≤m1 , m2 ≤1.

构造如下状态变换 :

ξ( t) ∶=
x ( t) , t0 - r ≤ t ≤ t0

e
1
2

( t - t
0

)
x ( t) , t ≥ t0

(6)

得到 Ûξ( t) = e
1
2

( t - t
0

) 1
2

x ( t) + Ûx ( t) , t ≥t0 . 泛函微分方程 (3)变换为 :

Ûξ( t) = 珔A ( t) +
1
2

In ξ( t) + A1 ( t)ηt ( - r) , t ≥ t0 (7)

其中ηt (θ)∶= e
- 1
2
θ
ξt (θ) - ξt (0) ,θ∈[ - r ,0 ] , t ≥t0 ,满足ηt (0) ≡0 , t ≥t0 .

构造如下Lyapunov2Krasovskii 泛函 V (ξt ) = rξ′( t) Pξ( t) +∫
0

- r

η′t (θ) Qηt (θ) dθ, t ≥ t0 . 依据 (5)可知 ,其

沿着方程 (7)解轨线的导数满足 :

D
+

V (ξt ) = 2 r[ (珔A ( t) +
1
2

In )ξ( t) + A1 ( t)ηt ( - r) ]′Pξ( t) - η′t ( - r) Qηt ( - r)

≤ξ′( t) [ r珔A′( t) P + rP珔A ( t) + r
2

PA1 ( t) Q
- 1

A′1 ( t) P + rP ]ξ( t) ≤ rlξ′( t) Pξ( t) , t ≥ t0

(8)

设 w ( t)∶= rξ′( t) Pξ( t) = rx′( t) Px ( t) exp ( t - t0 ) , t ≥t0 ,由 (8)推知 :

w ( t) ≤V (ξt ) ≤V (ξt
0
) +∫

t

t
0

D
+

V (ξτ) dτ ≤V (ξt
0
) + l∫

t

t
0

w (τ) dτ, t ≥ t0

由此根据 Gronwall [1 ]不等式可知 :

w ( t) ≤V (ξt
0
) exp [ l ( t - t0 ) ] ≤ r[λmar ( P) + λmax ( Q) ] ‖xt

0
‖2

exp [ l ( t - t0 ) ] , t ≥ t0 (9)

结合 ( 6 , 9) 得到 , | x ( t ) | ≤κ ‖ xt
0
‖ e

- v ( t - t
0

)
, t ≥ t0 在任意切换序列作用下成立 , 其中 κ =

λmax ( P) +λmax ( Q)
λmin ( P)

1
2

, v =
1 - l

2
> 0. □

定理 1 的结论可以推广至任意有限子系统 ,下述分析过程则只适用于两个子系统的情形.

312 　逐段二次型 Lyapunov2Krasovskii 泛函分析方法及其求解

有限维欧氏空间中不变集的几何结构刻画了非二次型Lyapunov 函数的构造[13 ]
. 对于泛函微分方程稳

定性问题 ,缺少非二次型Lyapunov2Krasovskii 泛函的一般性构造方法. 下文中利用逐段二次型的泛函构造

方式 ,结合 S2procedure 引理推证了时滞切换系统在任意切换序列作用下的指数稳定性判据.

定理 2 　如果存在λ1 ,λ2 ,λ3 ,λ4 ≥0 ,使得下列关于对称矩阵 P1 , P2 , Q > 0 的线性矩阵不等式可解 :

珔A′1 P1 + P1珔A 1 - λ1 ( P2 - P1 ) rP1 A11

rA′11 P1 - rQ
< 0 ,

珔A′2 P1 + P1珔A 2 - λ2 ( P2 - P1 ) rP1 A21

rA′21 P1 - rQ
< 0 　　(101a ,b)

珔A′1 P2 + P2珔A 1 +λ3 ( P2 - P1 ) rP2 A11

rA′11 P2 - rQ
< 0 ,

珔A′2 P2 + P2珔A 2 +λ4 ( P2 - P1 ) rP2 A21

rA′21 P2 - rQ
< 0 　　(101c ,d)

那么存在κ> 1 , v > 0 ,使得对于任意切换序列与给定初始条件 ,时滞切换系统 (1) 的解是指数衰减的 ,并满

足| x ( t) | ≤κ‖xt
0
‖e

- v ( t - t
0

)
, t ≥t0 .

证明　依据 Schur 补引理及不等式 (10)的线性与严格性可知 ,存在 0 < l < 1 ,使得下列 Riccati 不等式

成立 :
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珔A′1 P1 + P1珔A 1 + rP1 A11 Q
- 1

A′11 P1 - λ1 ( P2 - P1 ) < - (1 - l) P1 (111a)

珔A′2 P1 + P1珔A 2 + rP1 A21 Q
- 1

A′21 P1 - λ2 ( P2 - P1 ) < - (1 - l) P1 (111b)

珔A′1 P2 + P2珔A 1 + rP2 A11 Q
- 1

A′11 P2 +λ3 ( P2 - P1 ) < - (1 - l) P2 (121a)

珔A′2 P2 + P2珔A 2 + rP2 A21 Q
- 1

A′21 P2 +λ4 ( P2 - P1 ) < - (1 - l) P2 (121b)

应用引理 3 推知不等式 (11 ,12)分别等价于下述命题 :

1)若 x′P1 x ≥x′P2 x ,则

x′ ∑
2

i = 1
mi珔A′1 P1 + P1 ∑

2

i = 1
mi珔A i + rP1 ∑

2

i = 1
miA i1 Q

- 1

∑
2

i = 1
miA′i1 P1 x < - (1 - l) x′P1 x (131a)

　　2)若 x′P1 x ≤x′P2 x ,则

x′ ∑
2

i = 1
mi珔A′1 P2 + P2 ∑

2

i = 1
mi珔A i + rP2 ∑

2

i = 1
miA i1 Q

- 1

∑
2

i = 1
miA′i1 P2 x < - (1 - l) x′P2 x (131b)

其中 0 ≤m1 , m2 ≤1 , m1 + m2 = 1.

构造 逐 段 二 次 Lyapunov2Krasovskii 泛 函 V (ξt ) = r max{ξ′( t) P1ξ( t) ,ξ′( t) P2ξ( t) } +

∫
0

- r

η′t (θ) Qηt (θ) dθ, t ≥ t0 . 逐段计算其沿着方程 (7)解轨线的导数 ,若ξ′( t) P1ξ( t) ≥ξ′( t) P2ξ( t) , t ≥t0 ,

则依据 (131a)得到 :

D
+

V (ξt ) ≤ξ′( t) [ r珔A′( t) P1 + rP1珔A ( t) + r
2

P1 A1 ( t) Q
- 1

A′1 ( t) P1 + rP1 ]ξ( t) ≤ rlξ′( t) P1ξ( t)

(141a)

若ξ′( t) P1ξ( t) ≤ξ′( t) P2ξ( t) , t ≥t0 ,则依据 (131b)得到 :

D
+

V (ξt ) ≤ξ′( t) [ r珔A′( t) P2 + rP2珔A ( t) + r
2

P2 A1 ( t) Q
- 1

A′1 ( t) P2 + rP2 ]ξ( t) ≤ rlξ′( t) P2ξ( t)

(141b)

设 w ( t)∶= r max{ξ′( t) P1ξ( t) ,ξ′( t) P2ξ( t) } = re
t - t

0 max{ x′( t) P1 x ( t) , x′( t) P2 x ( t) } , t ≥t0 ,由 (14) 推

知 :

w ( t) ≤V (ξt ) ≤V (ξt
0
) +∫

t

t0

D
+

V (ξτ) dτ ≤V (ξt
0
) + l∫

t

t0

w (τ) dτ, t ≥ t0

记珋λ∶= max{λmax ( P1 ) ,λmax ( P2 ) } ,λ∶= min{λmin ( P1 ) ,λmin ( P2 ) }由此根据 Gronwall 不等式可知 :

w ( t) ≤V (ξt
0
) exp[ l ( t - t0 ) ] ≤ r[珋λ + λmax ( Q) ] ‖xt

0
‖2 exp[ l ( t - t0 ) ] , t ≥ t0 (15)

结合 (6 ,15) ,从而得到 :

| x ( t) | ≤κ‖xt
0
‖e

- v ( t - t
0

)
, t ≥ t0

在任意切换序列作用下成立 ,其中κ=
珋λ+λmax ( Q)

λ

1
2

, v =
1 - l

2
> 0.

注 1 　在定理 2 的结论中 ,适当选取因子参数是其求解的关键 ;下述定理给出了与之等价 ,且便于因

子参数选取的稳定性判据 ,其物理含义也更为清晰.

定理 3 　存在λ1 ,λ2 ,λ3 ,λ4 ≥0 与对称矩阵 P1 , P2 , Q > 0 使得线性矩阵不等式 (10) 成立 ,当且仅当存

在 0 <α,β< 1 ,使得下列关于对称矩阵 M1 , M2 , N > 0 的线性矩阵不等式可解 :

珔A′1 M1 + M1珔A 1 rM1 A11

rA′11 M1 - rN
< 0 ,

α珔A′2 M1 + αM1珔A 2 + (1 - α) ( M1 - M2 ) αrM1 A21

αrA′21 M1 - αrN
< 0 　　(161a ,b)

珔A′2 M2 + M2珔A 2 rM2 A21

rA′21 M2 - rN
< 0 ,

β珔A′1 M2 +βM2珔A 1 + (1 - β) ( M2 - M1 ) βrM2 A11

βrA′11 M2 - βrN
< 0 　　(161c ,d)

　　证明　(充分性) 若λ1 ,λ2 ,λ3 ,λ4 ≥0 , P1 , P2 , Q > 0 是矩阵不等式 (10) 的一组解 ,则不妨设λ1λ2λ3λ4

> 0 ;根据不等式的严格性 ,通过参数摄动此条件即可满足.
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设γ1∶=λ2 +λ4 > 0 ,γ2∶=λ1 +λ3 > 0 ,则下述因子与矩阵 :

α∶= (1 + γ1 ) - 1
,β∶= (1 + γ2 ) - 1 (171a)

M1 ∶= γ1 (λ1 P2 +λ3 P1 ) , M2 ∶= γ2 (λ2 P2 +λ4 P1 ) , N ∶= γ1γ2 Q (171b)

即为矩阵不等式 (16)的一组解.

(必要性) 如果 0 <α,β< 1 与 M1 , M2 , N > 0 为矩阵不等式 (16) 的一组解 ,那么可以验证λ1 =λ4 = 0 ,λ2 =

α- 1 (1 - α) ,λ3 =β- 1 (1 - β)与 P1 = M1 , P2 = M2 , Q = N 即满足不等式 (10) .

4 　仿真分析
仿真验证定理 1 及定理 2 ,3 的结论. 仿真环境为 Matlab 的LMI与 Simulink 工具箱.

例 1 　设 A1 =
- 1 - 4

1 - 6
, A2 =

- 6 1

2 - 2
, A11 = A21 =

1 1

0 1
, r = 110 s . LMIs (4) 的一组解为 P =

11122 - 0133

- 0133 0181
, Q =

3158 01007

01007 31594
. 在随机切换序列作用下 ,系统的解轨线如图 1 所示.

例 2 　设 A1 =
- 4 1

0 - 2
, A2 =

- 2 - 2

0 - 4
, A11 = A21 =

1 2

0 1
, r = 210 s . 取α= 012 ,β= 011 ,LMIs

(16)的一组解为 M1 =
0187 - 0196

- 0196 4134
, M2 =

0199 - 0184

- 0184 3143
, N =

3165 0127

0127 4125
. 随机切换序列作用

下 ,系统的解轨线如图 2 所示.

注 2 　根据[14 ]及其引文的结论可知 ,例 1 与 2 的系数矩阵 A1 + A11与 A2 + A21存在公共二次Lyapunov

函数 ,这是矩阵不等式 (4)与 (16)存在公共解的必要条件.

图 1 　例 1 仿真结果2随机切换作用下系统状态轨线 图 2 　例 2 仿真结果2随机切换作用下系统状态轨线

5 　结束语
对于线性切换系统 ,以子系统自身及相互间的结构特征为背景的公共二次型 Lyapunov 函数存在性判

据已经相当丰富 (参见[14 ]及其引文) . 本文将公共 Lyapunov2Krasovskii 泛函的存在性问题归结为矩阵不等

式的可解性只是时滞切换系统稳定性研究的开端 ;由此进一步揭示其存在性与系统属性之间的内在联系

是今后重要的研究方向.
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