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估计 Verhulst 模型中参数的线性规划方法及应用
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摘要 : 　估计灰色 Verhulst 模型中的参数通常采用最小二乘准则 ,而在模型精度检验时又经常采用平均
相对误差. 本文主要在平均相对误差达到最小准则或最大相对误差达到最小准则下 ,阐明了 Verhulst 模
型中参数估计问题可转化为线性规划问题 ,可以利用线性规划方法估计 Verhulst 模型中的参数. 实际应
用表明本文的方法是可行的且有效的 ,比传统方法预测精度高.
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Estimation of Verhulst Model Parameter Based on Linear Programming

HE Wen2zhang , WU Ai2di
(Department of Mathematics and Information Science , Tianjin university of Technology and Education , Tianjin 300222 ,China)

Abstract : 　Estimation of Verhulst’s Model parameter usually adopts least square criterion , but testing model

precision often use average relative error. Under the norm of the minimizing the average relative error criterion or

minimizing the largest relative error criterion , this paper points out that the improved Verhulst model parameter

problem can be transformed to linear programming , that is , the parameters of the improving Verhulst model can be

calculated by a linear programming method. Practical application shows that this method is feasible and effective , and

has high forecasting accuracy over traditional method.
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1 　引言
一般地 ,估计所有修正和改进的 Verhulst 模型中参数都采用最小二乘准则. 最小二乘准则之所以应用

的非常广泛 ,一个重要的原因是计算简单 ,参数利用公式容易求解. 但在模型精度检验时经常采用平均相

对误差 1
n ∑

n

k = 2

|εk |
x

(1) ( k)
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进行预测精度检验. 由于平均相对误差或最大相对误

差中的目标函数含有绝对值 ,这就导致了计算的复杂性 ,同时也限制了这两个准则的应用. 本文主要在平

均相对误差达到最小准则或最大相对误差达到最小准则下阐明了 Verhulst 模型中参数估计问题可转化为

线性规划问题 ,可以利用线性规划方法估计 Verhulst 模型中的参数.

2 　灰色 Verhulst 模型的参数估计
估计灰色 Verhulst 模型中参数的一般步骤[1～3 ]

:

1)已知原始数据序列 x
(1)

= { x
(1) (1) , x

(1) (2) , ⋯, x
(1) ( n) } ,对 x

(1) 进行一次累减生成 ,得到生成序列

x
(0)

= { x
(0) (1) , x

(0) (2) , ⋯, x
(0) ( n) } ,其中

x
(0) ( k) = x

(1) ( k) - x
(1) ( k - 1) , 　k = 1 ,2 , ⋯, n . (1)

　　2)由 x
(1)
构造背景值序列 Z

(1)
= { Z

(1) (2) , Z
(1) (3) , ⋯, Z

(1) ( n) } ,其中

Z
(1) ( k) = λx

(1) ( k - 1) + (1 - λ) x
(1) ( k) , 　k = 2 ,3 , ⋯, n ,λ ∈[0 ,1 ] , (2)



一般取λ= 015
[1～3 ]

,假定 x
(1)
具有饱和的 S 型序列 ,则白化方程为
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将上式离散化 ,得到 Verhulst 灰差分方程如下 :
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　　3)按照最小二乘准则采用最小二乘法可求得参数
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4) 取边值 x̂
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　　按照预测的思想 , (4)式是用 - aZ
(1) ( k) + u ( Z

(1) ( k) ) 2 对原始数据 x
(0) ( k) 做出预测 ,当然 ,预测中必
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　　在最小二乘准则下 ,预测误差的平方和为 :
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令5 Q
5 a

= 0 ,
5 Q
5 u

= 0 ,可解得 (5)式.

3 　改进的灰色 Verhulst 模型
正如文献[4～6 ]中所研究的 ,边值 x̂

(1) (1) = X
(1) (1)和背景值λ对预测公式 (6)均有很大的影响. 若给

边值条件一个修正 ,即 , x̂
(1) (1) = x

(1) (1) +ε,其中 ,ε称为边值修正项 ,可得 (6)的改进公式 :
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　　下面分别以平均相对误差达到最小准则和以最大相对误差达到最小准则为目标 ,寻求最佳的λ和ε,

以使在相应的模型检验准则下预测的误差达到最小. 仍采用文献[6 ]中设计的遗传算法求解最佳的背景值

λ和最佳的边值修正项ε.

在平均相对误差达到最小极小化准则下 ,取适应度函数
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　　在最大相对误差达到最小极小化准则下 ,取适应度函数
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其中 ,在 (10)式和 (11)式中的 x̂
(1) ( k)均按 (9) 式计算.

4 　平均相对误差达到最小准则下参数 a , u 的估计
在平均相对误差达到最小准则下 ,极小化目标函数
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为了去掉目标函数中的绝对值 ,令
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　　综合 (14) 、(15)式 ,在平均相对误差达到最小准则下 ,估计参数 a , u 问题可归结为如下线性规划问

题 :
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a , u 为任意实数.

5 　最大相对误差达到最小准则下参数 a , u 的估计
在最大相对误差达到最小准则下 ,极小化目标函数
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同理 , (17)式可改写为 :
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记 R = max
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( Uk + Vk ) ,则在最大相对误差达到最小准则下 ,求解参数 a , u 的问题可归结为如下线性规划

问题 :
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a , u 为任意实数.

6 　实际应用
某油田 1992～2004 年度石油产量数据 x

(1)
= {5565183 ,5590119 ,5600152 ,5600169 ,5600187 ,5600192 ,

5570138 ,5450119 ,5300109 ,5150116 ,5013110 ,4840103 ,4640103} , (单位 :10
4
t) ,试用 1992～2000 年的数据预

测 2004 年的产量 ,并和传统的灰色方法进行比较.

用 1992～2000 年的数据获得的油田年产量预测模型中参数估计值 a = 0138963458580479 , u =

61892781338596022e2005 ,λ= 1100 ,ε= 7212394 ,此时预测模型为 :

x̂
(1) ( k + 1) =

21961786835407688
0138861979546029 + 0100101479034450e0138963458580479 k (19)
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油田年产量实际数据与预测值如表 1 所示. 由表 1 可见 ,本文的方法是可行且有效的.

表 1 　油田年产量实际数据与预测值

年份
实际值

( ×104 t)

传统方法预测值

( ×104 t)
相对误差

本文方法预测值

( ×104 t)
相对误差

2001 5150. 16 5101. 50 0. 8671 5200. 09 0. 9696

2002 5013. 10 5035. 14 0. 4397 5008. 96 0. 0823

2003 4840. 03 4956. 05 2. 3970 4751. 16 1. 8361

2004 4640. 03 4878. 20 5. 1328 4415. 60 3 4. 8367

7 　结束语
本文分别在平均相对误差达到最小准则或最大相对误差达到最小准则下 ,阐明了改进的 Verhulst 模

型中参数估计问题可转化为线性规划问题 ,可以利用线性规划方法估计改进的 Verhulst 模型中的参数. 进

一步分别以平均相对误差达到最小或最大相对误差达到最小为适应度 ,提出了可以基于遗传算法求解最

佳背景值参数λ和最佳边值修正项ε,这样可以确保在相应的模型检验准则下预测的误差达到最小.

本文给出的利用线性规划方法估计改进的Verhulst 模型中参数的方法易于推广应用.

最后 ,对审稿专家提出的修改意见表示衷心的感谢.
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