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线性市场上不同规模两公司选址博弈问题的 Stackelberg 平衡

魏 　颢
(清华大学数学科学系 ,北京 100084)

摘要 : 　研究不同规模两公司在一维有限线性市场上的选址博弈问题. 首先修改 Hotelling 原始模型的

“费用函数”假设 ,建立不同规模两公司的选址博弈模型 ;然后介绍了一家大型公司投入一家店、另一家

小型公司投入多家连锁店的竞争系统 ;通过应用该选址博弈模型 ,解得该系统的一个 Stackelberg 平衡解 :

大公司的店在市场中央 ,小公司的店按“无缝配置”依次对称分布于市场两侧 ;最后 ,在平衡的前提下 ,讨

论连锁小公司和大公司选址博弈时应采取的策略.
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A Stackelberg Equilibrium for a Location Game between a
Large2Scale Firm and a Small2Scale Firm in Linear Market

WEI Hao
(Department of Mathematical Science ,Tsinghua University ,Beijing 100084 ,China)

Abstract :　This paper presents a location game between a large firm and a small firm in a linear market. Firstly , the

model of location game between different2scale 22firms is set up by adapting the assumption of cost function in Hotelling

model. Secondly , the competitive system is introduced , in which one store belongs to a large firm and the others

belong to a small firm. Thirdly , the stackelberg equillibrium of this system , the large firm’s store is located in the

center of market and the small firm gathers its stores at the ends of market symmetrically , is solved as the solution of

new model. Finally , several strategic decisions of a small firm which games with a large firm are given under the

Stackelberg equilibrium.

Key words :　location game ;hotelling model ;stackelberg equilibrium

收稿日期 :2004211211

1 　引言
1929 年 Hotelling[1 ]提出了一个竞争模型 :生产同质商品同规模的两公司 ,在一个顾客均匀分布的一维

有限线性市场上 (一维有限线性市场通常是现实世界中的一条街道的抽象表示) ,确定商店位置和商品价

格 ,顾客选择价格加路费 (“交货费用”)较小的公司作为购物店 ,两公司应该怎样确定位置和价格才能使竞

争进入平衡状态 ? Hotelling 本人在同一篇文章中给出了该问题的 Nash 平衡解 :两个公司应该聚集在线性

市场的中点. 后来这种现象被 Boulding[2 ]定义为“最小差异原理 (MD)”.

在以后的数十年中众多经济学家、数学家、政治家 ,甚至地理学家根据需要对该模型进行修改 ,引入到

众多学术领域和实际问题中. 1979 年 Eaton 和Lipsey[3 ] ,1982 年Dominique Graitson[4 ]分别对选址博弈问题的

研究成果进行了全面详尽的总结.

1993 年 H. A. Eiselt[5 ]等人提出一套清晰有效的选址博弈模型分类方法. 该方法将所有选址博弈模型

按竞争空间、竞争者数量、公司的价格策略、博弈规则和顾客行为五类因素进行分类. Hotelling 原始模型按

该分类可解释为 :一维 ,两竞争者 ,由顾客付商品价格以及与距离相关的路费 ,求 Nash 平衡解 ,顾客确定性

的选择“交货费用”低的公司购买商品.

本文中要建立的新模型与 Hotelling 原始模型最大的不同是分类中的第五项 ,顾客的总消费除了与商



品价格、距离和路费有关外 ,还受到一个可称为“公司规模”的参数影响. 该参数可由公司影响力、服务质

量 ,及对大众的吸引力等因素决定 ,与总费用成反比.

2 　基本概念
Von Stackbelberg 在 1934 年的著作[6 ] (见文献[7 ] , P15) 中提出 Stackelberg 平衡的概念 :设 A 和 B 两竞

争者的决策集分别为 SA 和 SB ,决策分别为 a ∈SA , b ∈SB ,收益分别为 MA ( a , b) 和 MB ( a , b) ,且 A 作为领

导者先做出决策 a , B 作为跟随者做出决策 b ∈SB ( a) = { e| MB ( a , e) ≥MB ( a , c) , Πc ∈SB } ,如果 min
b ∈S

B
( a

3
)

MA ( a 3 , b) ≥ min
b ∈S

B
( a)

MA ( a , b) , Π a ∈SA 成立 ,则 a 3 称为 A 的 Stackelberg 平衡解 , b 3 ∈SB ( a 3 ) 是 B 的最

优策略 ,策略对 ( a 3 , b 3 ) 是问题的一组 Stackelberg 平衡解 , ( MA ( a 3 , b 3 ) , MB ( a 3 , b 3 ) ) 是这组解下的博

弈收益.

Hotelling 原始模型 (见文献[1 ]) 如下 :

H11 假设市场是一维线性空间 ( Xd ,σ) ,σ为其上测度且有σ( Xd) = L ;

H21 顾客均匀分布于 Xd 上 ,不失一般性 ,可认为密度为 1 且每单位顾客对商品需求为 1 ;

H31 公司 A 和公司 B 在 Xd 上各开一家商店卖同质商品 ;

H41 pA 和 pB 分别为公司A 和公司 B 的商品价格 ,由顾客支付. 同时顾客还需支付与距离成正比的路

费 c| x - a| α或 c| x - b| α , c 为单位距离路费 , x、a 和 b 为顾客、公司 A 和公司 B 的位置 ( a 和 b 可以无限

靠近 ,但是永远不能重合) . 顾客要支付给 A 和 B 的“费用”分别为 CA ( x) = pA + c | x - a| α和 CB ( x) = pB

+ c| x - b| α;

H51 顾客选择“交货费用”c ( x) 低的商店购买商品 ,这里“交货费用”c ( x) 等于“费用”c ( x) ;

根据以上五条假设 ,两公司可分别拥有的顾客集合为 Di = { x| Ci ( x) < C{ A , B} / i ( x) } , i ∈{ A , B } ,所得

收益为 M i = piσ( Di) , i ∈{ A , B} .

3 　新模型的建立
从上节定义可看出 Hotelling 原始模型由三个主体构成 :“市场”、“公司”和“顾客”. 在 H4 中引入单位距

离路费 c ,实际上是引入“市场”这个主体的一种变化 , c 既可以是一个定义在 Xd 上常值函数 (如原始模型

中的 c) ,也可以是一个分段函数甚至是一个连续函数 ,不同的定义会使公司的分布发生巨大的变化.

AndréDe Plama 等人在 1987 年 (见文献[8 ]) 修改 H5“交货费用”为 Ci ( x) =
Ci ( x)

μ =
pi + c| x - x i|

α

μ . 新

变量μ描述了当前市场内顾客“品位”差异的大小 :μ越大说明顾客间的差异越大 ,顾客就越容易按自己

的喜好选择商品而非价格 ,最终也会导致各公司商店分布比较均匀 ;反之μ越小顾客购物倾向越相同 ,选

择商品时受价格的影响越大 ,最终导致各公司商店分布很集中 (详细内容见文献[8 ] , P251) .μ给模型引入

“顾客”这个主体的一种变化.

本文介绍的模型修改 H5“交货费用”为 Ci ( x) =
Ci ( x)

βi
=

pi + c| x - xi|
α

βi
. 新变量βi 引入“公司”这个主

体的一种变化 ,该变量由公司除位置和价格因素以外的其它因素决定 ,称为“公司规模”.βi 越大 , Ci ( x) 就

越小 , Di 也就越大 ,即公司的位置和价格决策对顾客产生的排斥作用就越小.

本文研究纯位置博弈 ,忽略价格因素影响 ,假设 Xd = [0 ,1 ] , pi = 0 , c = 1 ,α= 1 , i ∈{ A , B} , Mi =σ( Di)

且βA =β> 1 ,βB ≡1 ,即公司 A 的规模大于公司 B . 但规定公司 A 只有一家店参与竞争 ,而公司 B 可以有

多家连锁店参与竞争.

用图 1 来描述本文中的竞争模型. 其中横轴表示市场坐标 ,纵轴表示公司的“交货费用”;虚线表示公

司 A 的“交货费用”曲线 ,虚线与横轴交点为公司 A 商店的选址位置 ;实线表示公司 B 的“交货费用”曲

线 ,实线与横轴的各交点为公司 B 各家店的选址位置.

横轴某坐标处的顾客选择“交货费用”低的商店 (该横坐标处纵坐标值最小的“交货费用”曲线对应的
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图 1 　虚线和实线分别代表公司 A 和公司 B 的“交货费用”曲线 ,其中 xA = 015 ,βA = 4

(a) xB = 0175 ; (b) xB = 01875 ; (c) xB = 0195 ; (d) xB
1

= 01875 , xB
2

= 0165 ; (e) xB
1

= 0175 , xB
2

= 017 ;

(f) xB
1

= 01875 , xB
2

= 01725
　

商店)购物. 虚线与实线的交点处“交货费用”相同 ,该交点即为两公司的一个市场分界. 公司规模越大 ,公

司的“交货费用”越低 ,在图 1 上其对应的曲线就“越低”(两段直线的斜率绝对值越小) ,由 H5 假设可知该

公司占有的市场就越大.

图 1 (a) 、(b)和 (c)描述了 A 和 B 各一家店在 Xd 上竞争情形 ,其中图 1 (a) 总市场被分为三段 , B 市场

完全包含于 Xd 中 ,被 A 的两段市场夹住 ;图 1 (b)中市场被分为两段 , B 右边界紧靠 Xd 右边界 ;图 1 (c) 市

场也分为两段 , B 有一部分被总市场边界截断 ,只有部分市场在 Xd 中有效 ;图 1 (d) 、(e) 和 (f) 描述 B 投入

两家店在 A 同侧参与竞争 ,其中图 1 (d)总市场被分四段 , B 的两家店的市场间有缝隙 ,插入了 A 的部分市

场 ;图 1 (e)总市场也被分为四段 , B 的两段市场间没有缝隙 ,但是重合 ;图 1 (f) 总市场被分为三段 , B 的两

段市场间没有缝隙 ,也不重合.

4 　主要定理证明
模型中 A 作为领导者 , B 作为跟随者. A 的收益为 MA ( a , b) = 1 - MB ( a , b) ,所以我们只需研究 B 收

益的变化. A 和 B 相交产生 B 市场为| x - b| ≤| x - a|
β Ζ

βb + a
β+ 1

,
βb - a
β- 1

, a < b

βb - a
β- 1

,
βb + a
β+ 1

, b < a

, B 收益即为其所占

市场大小 MB ,数值上为 B 右市场边界坐标减 B 左市场边界坐标 ,有三种情况 :

1) B 的市场完全在 Xd 中 (即图 1 (a) 所示情形) . 此时

MB =

βb - a
β - 1

-
βb + a
β+ 1

=
2β( b - a)
β2 - 1

, a < b

βb + a
β+ 1

-
βb - a
β - 1

=
2β( a - b)
β2 - 1

, b < a

,
5 MB

5 b
=

2β
β2 - 1

;

　　2) B 的市场与 Xd 左边界或右边界相交 ,造成部分市场在 Xd 外 (即图 1 (c)所示情形) . 此时

MB =

1 -
βb + a
β+ 1

, a < b

βb + a
β+ 1

- 0 , b < a

,
5 MB

5 b
=

-
β

β+ 1
, a < b

β
β+ 1

, b < a

;

　　3) B 有多家商店在市场中与A 竞争 ,且在 A 同侧的商店 B i , B j 间有市场重合 (即图 1 (e) 所示情形) .
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此时

MB =

βbi + a
β+ 1

-
βbj - a
β - 1

=
β

β+ 1
bi -

β
β - 1

bj +
2β

β2 - 1
a , bj < bi < a

βbj - a
β - 1

-
βbi + a
β+ 1

= -
β

β+ 1
bi +

β
β - 1

bj -
2β

β2 - 1
a , a < bi < bj

5 MB

5 bi
=

β
β+ 1

,
5 MB

5 bj
= -

β
β - 1

bj < bi < a

5 MB

5 bi
= -

β
β+ 1

,
5 MB

5 bj
=

β
β - 1

a < bi < bj

.

　　引理 1 　当 A 和 B 各有一家店在市场竞争时 , A 选择决策位置 a , B 应选择决策位置 b =

1 -
1 - a
β , a < b

a
β , b < a

才能使 MB 达到最大 ,即 B 的左 (右) 市场边界应该与 Xd 左 (右) 边界重合.

证明　只需证明 a < b 情形即可. 由 1) 和 2) 知 MB =

2β( b - a)
β2 - 1

, a < b ≤1 -
1 - a
β

1 -
βb + a
β+ 1

, 1 -
1 - a
β < b ≤1

是一个连续的三

角函数 ,因此 B 在 1 -
1 - a
β 处使 MB 达到最大值 ,此时 B 的右边界与 Xd 右边界重合.

引理 2 　当 A 有一家店 , B 有多家店参与竞争时 ,其中 B i 和 B j 在 A 同侧相邻且 B i 更靠近 A ,则 B i 选

址 bi =
β- 1
β+ 1

bj +
2 a

β+ 1
才能使 MB

i
达到最大 ,即 B i 的市场边界应该总与 B j 的市场边界重合.

证明　只需证 a < bi < bj 情形即可. 由 1) 和 3) 知

MB
i

=

2β
β2 - 1

( bi + bj - 2 a) , a < bi ≤
β - 1
β+ 1

bj +
2 a

β+ 1

-
β

β+ 1
bi +

β
β - 1

bj -
2β

β2 - 1
,

β - 1
β+ 1

bj +
2 a

β+ 1
< bi < bj

是一个连续三角函数 ,因此 B i 在
β- 1
β+ 1

bj +
2 a

β+ 1
处 MB

i
达到最大值 ,此时 B i 的右边界与 B j 的左边界重合.

引理 3 　当 A 有一家店 , B 有多家店 B1 , ⋯, BN 参与竞争时 ,位置关系为 a < bN < ⋯< b1 < 1 且 B1 右

边界与 Xd 右边界重合、B i 右边界与 B i - 1左边界重合 ,则以下两种移动都将使 MB 下降 : (a) B1 向右移动 ,

使自己的市场与 Xd 相交从而 MB1
减少 , B i 也均向右移动 ,保持右边界与 B i - 1左边界重合 ,从而 MB

i
增加 ;

(b) Bm ,1 < m < N 向右移动 ,使自己的市场与 Bm - 1的市场相交从而 MB
m
减少 , B i , m < i ≤N 也均向右移

动 ,保持右边界与 B i - 1左边界重合 ,从而 MB
i
增加.

证明　只需证 (a) , (b)同理立知. 设 B i 向右移动Δbi ,则由移动前后 , B i 右边界与 B i - 1左边界始终重

合的条件

β( bi +Δbi) - a
β- 1

=
β( bi - 1 +Δbi - 1) + a

β+ 1

βbi - a
β- 1

=
βbi - 1 + a
β+ 1

知Δbi =
β- 1
β+ 1

Δbi - 1 . 由 1) 和 2) 中5 M
5 b

的结果得

ΔMB =
5 MB

5 b1
Δb1 + ∑

N

i =2

5 MB

5 bi
Δbi = -

β
β+ 1

Δb1 +
2β

β2 - 1 ∑
N

i = 2

Δbi = -
β

β+ 1
KN - 1Δb1 < 0 , K =

β - 1
β+ 1

,

即ΔMB 在上述移动中总小于 0 , MB 总是下降的.

定理 1 　当 A 有一家店 , B 有多家店参与竞争时 ,在 A 同侧的 B 店应使各自市场首尾相接 ,最外侧店

的市场边界与总市场边界重合 ,才能使 MB 达到最大.

证明　引理 1 证明了 B 店市场与边界间不能有缝隙 (不能出现图 1 (a) 情形) ,也不能与总市场边界相
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交 (不能出现图 1 (c) 情形) ;引理 2 证明了 B 的店与店市场之间不能有缝隙 (不能出现图 1 (d) 情形) ;引理

3 证明了 B 的任何一家店市场都不应与其他店市场相交 ,也不应与总市场边界相交 (不能出现图 1 (e) 情

形) . 只有图 1 (d)或 (f) 所示情形出现时 ,才能使 MB 达到最大 ,得证.

我们称定理 1 所述的 A 同侧的 B 店选址方案为“无缝配置”,只有选择这种配置 A 同侧的 B 店才能得

到最大收益.

定理 2 　当 A 有一家店 , B 在 A 左侧有 N1 家店 ,在 A 右侧有 N2 + 1 家店 ( N1 < N2 + 1) 时 (称该配置为

( N1 , N2 + 1) 型) , A 应向右侧移动以增大 MA ,且当 a >
KN

2

KN
2 + KN

1
, K =

β- 1
β+ 1

时 , B 会将一家店从A 右侧移动

到左侧形成 ( N1 + 1 , N2) 型以增大 MB .

证明　设 ( N1 , N2 + 1) 型时 , B 各店位置依次为 0 < c1 < ⋯< cN
1

< a < bN
2

+ 1 < ⋯< b1 < 1. 由定理 1 知

A 两侧的 B 店均会形成“无缝配置”提高收益 ,则有方程组

βbN
2

+1 - a

β - 1
=
βbN

2
+ a

β+ 1

　　　…

βb2 - a
β - 1

=
βb1 + a
β+ 1

βb1 - a
β - 1

= 1

( 3 1) 和

βcN
1

- a

β - 1
=
βcN

1
- 1 + a

β+ 1

　　　…

βc2 - a
β - 1

=
βc1 + a
β+ 1

βc1 - a
β - 1

= 0

( 3 2)

可确定 B 各家店的位置. 此时 B 的总收益为 :

MB , [ N
1

, N
2

+1 ] = ∑
N

2
+1

i = 1

2β( bi - a)

β2 - 1
+ ∑

N
1

j = 1

2β( a - cj)

β2 - 1
=

2β
β2 - 1 ∑

N
2

+1

i = 1
bi - ∑

N
i

j = 1
cj - ( N2 + 1 - N1) a .

上式中 MB , [ N
1

, N
2

+ 1 ] 表示 ( N1 , N2 + 1) 型时 B 的总收益. 解 ( 3 1) 和 ( 3 2) 得到 ∑
N

2
+1

i = 1

bi 和 ∑
N

1

j = 1

cj 代入

MB , [ N1 , N2 + 1 ]可求得
5 MB , [ N1 , N2 + 1 ]

5 a
= KN

2
+ 1 - KN

1 < 0 , K =
β- 1
β+ 1

,故 A 应向右侧移动 ( a 增大) 使 MB 下降 , MA

增大.

设 ( N1 + 1 , N2) 型时 , B 各店位置依次为 0 < c1 < ⋯< cN1 + 1 < a < bN2
< ⋯< b1 < 1. 得 B 的总收益为 :

MB , [ N
1

+1 , N
2

] =
2β

β2 - 1 ∑
N

2

i =1
bi - ∑

N
1

+1

j = 1
cj - ( N2 - N1 - 1) a .

解 MB , [ N
1

+ 1 , N
2

] ≥MB , [ N
1

, N
2

+ 1 ]得到 a ≥ KN2

KN2 + KN1
,即当 A 的位置超过 KN2

KN2 + KN1
时 , B 将右侧一家店移到左

侧 (即从 ( N1 , N2 + 1) 型调整为 ( N1 + 1 , N2) ) 使 MB 增大 ,证毕.

定理 3 　当 A 有一家店 , B 有多家店参与竞争时 ,1) 如果 B 有 2 N 家店投入竞争 ,则 A 在市场中心 , B

按 ( N , N) 型“无缝配置”为该选址博弈问题的 Stackelberg 平衡解 ;2) 如果 B 有 2 N + 1 家店投入竞争 ,则 A

在市场中心 , B 按 ( N , N + 1) 型或 ( N + 1 , N) 型“无缝配置”为该选址博弈问题的 Stackelberg 平衡解.

证明　由定理 2 可知 ,如果 B 在 A 的两侧分别有 N1 和 N2 + 1 ( N1 < N2 + 1) 家店 , A 就一定会向 N2 + 1

家店一侧移动 ,迫使 B 将店一家一家移动到 N1 家店一侧. 当移动到两侧店数一样时 ( B 有 2 N 家店时) , A

移向 1
2
的任一侧都不能增大自己的收益 ;当移动到一侧只比另一侧多一家店时 ( B 有 2 N + 1 家店时) ,此

时 N1 = N2 = N ,
KN

2

KN
2 + KN

1
=

KN

KN + KN =
1
2

, k =
β- 1
β+ 1

, A 移向 1
2
的任一侧都会导致 B 的一家店移到另一侧

使 A 收益下降 ,所以 A 只能停在 1
2
处 ,证毕.
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5 　结论
由第三部分的证明我们得到结论 :连锁小公司和大公司在一维有限线性市场的选址博弈中有一个

Stackelberg平衡. 在该平衡中大公司占据市场中心 ,连锁小公司的各家店对称且紧密的占据市场边界.

在本文所述的竞争中 ,双方通过选址最多能保证自己的收益不损失 ,但是无法增加自己的收益. 而模

型中的β值是由公司双方“规模”决定的 ,也很难在博弈中发生变化对竞争产生影响. 这样对竞争产生影

响的只有小公司 B 投入市场的商店数量 N 了 ,本文最后就来分析一下这个变量对竞争结果的影响.

图 2 　曲线 N～
MB ( N)

N
,β= 4 ,γ= 0116

在定理 3 的平衡解下 , B 可获得的最大收益 MB ( N ) =

1 - KN
1 , N = 2 N1

1 -
β

β+ 1
KN

1 , N = 2 N1 + 1
, K =

β- 1
β+ 1

,即 B 投入越多的店

获得的总收益就越大.

但如果考虑成本问题 , B 每增加一个店就花费固定成本

γ,则 B 的净利润为 MB ( N ) - γN , 当 MB ( N ) - γN < 0 Ζ
MB ( N)

N
< γ时 B 就会开始亏损 , 尽管此时 B 的总收益

MB ( N)会继续扩大. 称
MB ( N)

N
为 B 平均店收益 ,如图 2 虚线

所示 (β= 4 ,γ= 0116) ,平均成本γ曲线如图 2 实线所示. 当

N > 2 时 ,平均店收益就会下降 ,当 N ≥4 时 B 没有利润.

由上知 ,在考虑成本时连锁小公司 B 最好的选择就是在大公司A 两侧 ,紧靠市场边界处各建一家店.
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